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Åõ÷áñéó�ßåòÈá Þèåëá íá áðåõèýíù �éò éäéáß�åñåò åõ÷áñéó�éÝò ìïõ ó�ïí åðéâëÝðïí�á êáèçãç�Þ ìïõ ê. Ó�áýñïÄ. Íéêïëüðïõëï ãéá �çí ðïëý�éìç âïÞèåéÜ �ïõ ó�çí ðåñÜ�ùóç �çò ðáñïýóçò åñãáóßáò. Ç óõìâïëÞ�ïõ Þ�áí ïõóéáó�éêÞ êáé âáóßó�çêå ó�çí ãíþóç �ïõ ãéá �ï áí�éêåßìåíï êáé ó�çí ðñïèõìßá ãéáâïÞèåéá êáé õðïìïíÞ ðïõ �ïí ÷áñáê�Þñéæáí êáè' üëç �çí äéÜñêåéá �çò ìåëÝ�çò áõ�Þò. ÅðéðëÝïí,�ïí åõ÷áñéó�þ èåñìÜ ãéá �çí åíèïõóéþäç êáé óõíå÷Þ ðñï�ñïðÞ �ïõ ãéá ðåñáé�Ýñù (ìå�áäéäáê�ïñéêÞ)Ýñåõíá ó�ï ðåäßï �çò áëãïñéèìéêÞò èåùñßáò ãñáöçìÜ�ùí, êáèþò êáé ãéá �çí ïõóéáó�éêÞ âïÞèåéÜ�ïõ ó�çí åðß�åõîç �ïõ ó�ü÷ïõ áõ�ïý.Èá Þèåëá íá åõ÷áñéó�Þóù �ïí êáèçãç�Þ �ïõ ÔìÞìá�ïò �ëçñïöïñéêÞò ê. Ëåùíßäá �áëéü (ìÝëïò�çò �ñéìåëïýò óõìâïõëåõ�éêÞò åðé�ñïðÞò) ãéá �çí âïÞèåéá, �éò óõìâïõëÝò êáé �ïí ÷ñüíï ðïõ ìïõáöéÝñùóå. Ïé óõìâïõëÝò �ïõ Þ�áí êáèïñéó�éêÝò óå üëá �á åñåõíç�éêÜ èÝìá�á ðïõ ìåëå�Þóáìå.Åðßóçò, èá Þèåëá íá åõ÷áñéó�Þóù �ïí êáèçãç�Þ ê. Ó�áýñï ÊïóìáäÜêç (ìÝëïò �çò �ñéìåëïýòóõìâïõëåõ�éêÞò åðé�ñïðÞò) ãéá �çí åðéó�çìïíéêÞ óõìâïëÞ �ïõ ó�çí åêðüíçóç �çò äéá�ñéâÞò ìïõ.ÔÝëïò, åõ÷áñéó�þ �ïõò êê. Ó�Üèç ÆÜ÷ï, �áýëï ÓðõñÜêç, �éÜííç Ó�áìá�ßïõ, êáé ×ñÞó�ï Íïìéêü(ìÝëç �çò åð�áìåëïýò åîå�áó�éêÞò åðé�ñïðÞò) ãéá �éò åýó�ï÷åò êáé åðïéêïäïìç�éêÝò ðáñá�çñÞóåéò�ïõò óå áñêå�Ü áðü �á èÝìá�á ìåëÝ�çò ìïõ.Èá Þ�áí ðáñÜëåéøç íá ìçí åõ÷áñéó�Þóù �ïí êáèçãç�Þ ê. ÉóáÜê ËáãáñÞ (�ñüåäñïò �ïõ ÔìÞìá�ïò�ëçñïöïñéêÞò) ãéá �çí áìÝñéó�ç êáé Ýìðñáê�ç õðïó�Þñéîç ðïõ ìïõ ðáñåß÷å üëá �á ÷ñüíéá �ùíóðïõäþí ìïõ ó�ï ÔìÞìá, �üóï ìå �çí éäéü�ç�á �ïõ ìÝëïõò �ïõ ÔìÞìá�ïò üóï êáé ìå �çí éäéü�ç�á�ïõ �ñïÝäñïõ.ÔÝëïò, èá Þèåëá íá åõ÷áñéó�Þóù �ïõò ãïíåßò ìïõ ãéá �çí õëéêÞ êáé çèéêÞ õðïó�ÞñéîÞ �ïõò êáè'üëç �çí äéÜñêåéá �ùí ðñïð�õ÷éáêþí êáé ìå�áð�õ÷éáêþí ìïõ óðïõäþí. ×Üñçò �áðáäüðïõëïòÉùÜííéíá, 4 Éïõëßïõ 2005



�åñßëçøçÁõ�Þ ç åñãáóßá åðéêåí�ñþíå�áé ó�çí ó÷åäßáóç êáé áíÜëõóç áêïëïõèéáêþí, ðáñÜëëçëùí êáé äõ-íáìéêþí (Þ Üìåóùí) áëãïñßèìùí ãéá ðñïâëÞìá�á (i) áíáãíþñéóçò, (ii) âåë�éó�ïðïßçóçò (Hammil-toniity, êáé åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá (path over)) êáé (iii) áðáñßèìçóçò (óêåëå�éêþí äÝí�ñùí) óåêëÜóåéò �Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí. ÓõãêåêñéìÝíá, áðáó÷ïëåß�áé ìå �çí ó÷åäßáóç êáé áíÜëõóç áëãïñßè-ìùí �çò èåùñßáò ãñáöçìÜ�ùí ó�éò áêüëïõèåò ðåñéï÷Ýò, üðïõ, ó�éò ðåñéóóü�åñåò áðü áõ�Ýò, Ý÷ïõìåÞäç äçìïóéåõìÝíá áðï�åëÝóìá�á.ÄåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóçÇ äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç ãéá åéäéêÜ ãñáöÞìá�á, ìå�áîý Üëëùí äïìþí, åßíáé óõ÷íÜ ç âÜóç ãéá ãñÞ-ãïñåò ëýóåéò óå áëãïñéèìéêÜ ðñïâëÞìá�á ðïõ åßíáé ãåíéêÜ äýóêïëá. �ïëëÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùíÝ÷ïõí ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç, ðïõ âáóßæå�áé óå ìéá ãåíéêÞ áí�éìå�þðéóç, ãíùó�Þùò m-áðïóýíèåóç (modular deomposition) ãñáöçìÜ�ùí. ×ñçóéìïðïéþí�áò äåíäñéêÞ áíáðáñÜ-ó�áóç, ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á áíáãíþñéóçò, âåë�éó�ïðïßçóçò êáé áðáñßèìçóçò ìðïñïýí íá åðéëõèïýíáðï�åëåóìá�éêÜ ãéá ðïéêßëåò êá�çãïñßåò ãñáöçìÜ�ùí, üðùò
• quasi-threshold ãñáöÞìá�á, • ographs,
• tree-ographs, • P4-sparse ãñáöÞìá�á,
• P4-tidy ãñáöÞìá�á, • (q, q − 4) ãñáöÞìá�á,
• permutation ãñáöÞìá�á, • hordal ãñáöÞìá�á,
• split-perfet ãñáöÞìá�á, • (P5, gem)-free ãñáöÞìá�á,
• (P5, diamond)-free ãñáöÞìá�á, • êáé semi-P4-sparse ãñáöÞìá�á.¸÷ïõìå áðïäåßîåé áðï�åëÝóìá�á áíáãíþñéóçò, âåë�éó�ïðïßçóçò êáé áðáñßèìçóçò ãéá ìåñéêÝò áðü�éò ðáñáðÜíù êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí.Áðáñßèìçóç óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùí QT-ãñáöçìÜ�ùíÈåùñïýìå �ï ðñüâëçìá õðïëïãéóìïý �ïõ ðëÞèïõò óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ó�çí êëÜóç �ùí ãñáöç-ìÜ�ùí, Þ QT-ãñáöÞìá�á ãéá óõí�ïìßá. Äåß÷íïõìå ü�é Ýíá �Ý�ïéï ãñÜöçìá åðé�ñÝðåé óçìáí�éêÝòäïìéêÝò êáé áëãïñéèìéêÝò éäéü�ç�åò ìáæß ìå Ýíá ìïíáäéêü, ùò ðñïò �ïí éóïìïñöéóìü, äÝí�ñï á-íáðáñÜó�áóçò ðïõ ïíïìÜæå�áé ent-äÝí�ñï. Âáóéæüìåíïé ó�éò éäéü�ç�åò �ïõ ent-äÝí�ñïõ åíüòQT-ãñáöÞìá�ïò G áíáäåéêíýïõìå Ýíáí �ýðï ðïõ äßíåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõãñáöÞìá�ïò G. ç áðüäåéîç âáóßæå�áé ó�ï Kirhho� ðßíáêá äÝí�ñùí èåþñçìá. Ôá áðï�åëÝóìá�Üìáò ãåíéêåýïõí êáé åðåê�åßíïõí ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á ó÷å�éêÜ ìå �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþíäÝí�ñùí óå QT-ãñáöÞìá�á [91℄.Áõ�Þ ç åñãáóßá ïäÞãçóå ó�çí äçìïóßåõóç:
• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, A formula for the number of spanning trees inquasi-threshold graphs, Pro. 1st Balkan Conferene on Informatis (BCI'03), 192{202,Thessaloniki, Greee, 2003. i



�ñáììéêüò áëãüñéèìïò õðïëïãéóìïý �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí�ùí óõìðëçñùìá�éêÜ-ðáñáãüìåíùí ãñáöçìÜ�ùíÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ðïõ êáèïñßæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêå-ëå�éêþí äÝí�ñùí �çò êëÜóçò �ùí óõìðëçñùìá�éêÜ-ðáñáãüìåíùí ãñáöçìÜ�ùí, åðßóçò ãíùó�Þ ùòographs. ãéá Ýíá ograph G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò, ï áëãüñéèìüò ìáò õðïëïãßæåé �ï ðëÞèïò�ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G óå O(n + m) ÷ñüíï êáé ÷þñï, üðïõ ç ðïëõðëïêü-�ç�á �ùí áñéèìç�éêþí ðñÜîåùí ìå�ñéÝ�áé ìå âÜóç �ï ïìïéüìïñöï êñé�Þñéï êüó�ïõò (uniform ostriterion). Ï áëãüñéèìïò åêìå�áëëåýå�áé �ï otree �ïõ äïèÝí�ïò ãñáöÞìá�ïò �ï ïðïßï âáèìéáßáóõññéêíþíå�áé ìå Ýíáí óõó�çìá�éêü �ñüðï Ýùò ü�ïõ ãßíåé ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ, åíþ �áõ�ü÷ñïíáåíçìåñþíïí�áé ïñéóìÝíïé ðáñÜìå�ñïé ðïõ �ï ãéíüìåíü �ïõò äßíåé �ï åðéèõìç�ü ðëÞèïò óêåëå�éêþíäÝí�ñùí. Ç ïñèü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ åðéêõñþíå�áé ìÝóá áðü �ï Kirhho� ðßíáêá äÝí�ñùí èåþñç-ìá êáé åðßóçò âáóßæå�áé óå äïìéêÝò êáé áëãïñéèìéêÝò éäéü�ç�åò �ùí ographs. Ôá áðï�åëÝóìá�Üìáò ãåíéêåýïõí ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á êáé åðåê�åßíïõí �çí ïéêïãÝíåéá �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõäÝ÷ïí�áé ãñáììéêïýò áëãüñéèìïõò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí �ïõò äÝí�ñùí.Áõ�Þ ç åñãáóßá ïäÞãçóå ó�çí äçìïóßåõóç:
• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, Counting spanning trees in ographs, EletroniNotes in Disrete Mathematis (ENDM) 13, 87{95, 2003. Also in: Pro. of the Workshopon Graphs and Combinatorial Optimization (CTW'03), Enshede, The Netherlands, 2003.Áðáñßèìçóç óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãñáöçìÜ�ùí ÷ñçóéìïðïéþí�áò m-áðïóýíèåóçÓå áõ�Þí �çí åíü�ç�á ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ êáèïñßæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝ-í�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G ðïõ åêìå�áëëåýå�áé �çí äïìÞ �ïõ md-äÝí�ñïõ (modular deompositiontree) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. ÓõãêåêñéìÝíá ï áëãüñéèìüò ìáò äïõëåýåé óõññéêíþíïí�áò �ï md-äÝí�ñï�ïõ åéóáãüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G áðü êÜ�ù ðñïò �á ðÜíù Ýùò ü�ïõ ìå�á�ñáðåß óå Ýíáí ìïíáäéêüêüìâï . �ü�å �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ G Ý÷åé õðïëïãéó�åß ùò �ï ãéíüìåíï áðü ìéáóõëëïãÞ �éìþí ðïõ óõó÷å�ßæïí�áé ìå �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G êáé åíçìåñþíïí�áé êá�Ü �çíäéÜñêåéá �çò öÜóçò óõññßêíùóçò. ÓõãêåêñéìÝíá, ü�áí åöáñìüæå�áé óå Ýíá (q, q − 4) ãñÜöçìá ãéáóõãêåêñéìÝíï q, óå Ýíá P4-tidy ãñÜöçìá, Þ óå Ýíá tree-ograph, ï áëãüñéèìüò ìáò õðïëïãßæåé �ïðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí óå ÷ñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ ãñáöÞìá�ïò, üðïõç ðïëõðëïêü�ç�á �ùí áñéèìç�éêþí ðñÜîåùí ìå�ñéÝ�áé ìå âÜóç �ï ïìïéüìïñöï êñé�Þñéï êüó�ïõò(uniform ost riterion). Áõ�ü åðÜãåé ü�é �ï ðñüâëçìá Ý÷åé ãñáììéêü óå ÷ñüíï ëýóç ãéá ðïëëÝòãíùó�Ýò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí, üðùò åßíáé �á ographs, P4-sparse ãñáöÞìá�á, P4-reduible ãñáöÞ-ìá�á, P4-lite ãñáöÞìá�á, êáé P4-extendible ãñáöÞìá�á. Ç ïñèü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ áðïäåéêíýå�áéìÝóá áðü �ï Kirhho� ðßíáêá äÝí�ñùí èåþñçìá êáé åðßóçò âáóßæå�áé óå äïìéêÝò êáé áëãïñéèìéêÝòéäéü�ç�åò �ùí ãñáöçìÜ�ùí õðü ìåëÝ�ç. Ôá áðï�åëÝóìá�Ü ìáò ãåíéêåýïõí ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝ-óìá�á êáé åðåê�åßíïõí �çí ïéêïãÝíåéá �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ äÝ÷ïí�áé ãñáììéêïýò áëãüñéèìïõò ãéá�ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí �ïõò äÝí�ñùí.Áõ�Þ ç åñãáóßá ïäÞãçóå ó�éò äçìïóéåýóåéò:
• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, The number of spanning trees in P4-reduiblegraphs, Pro. 3rd Int'l Colloquium on Mathematis and Computer Siene: Algorithms,Trees, Combinatoris and Probabilities (MathInfo III), Vienna, 2004. In: Trends in Math-ematis, Birkhauser, 141{143, 2004.
• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, Counting spanning trees in graphs usingmodular deomposition, TR-2004-09, Dept. of Computer Siene, University of Ioannina,2004 (submitted for journal publiation). ii



Ìåãéó�ïðïßçóç �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí óå áó�åñïåéäÞ ãñáöÞìá�áÇ åîáãùãÞ ìáèçìá�éêþí �ýðùí ãéá äéáöïñå�éêïýò �ýðïõò ãñáöçìÜ�ùí ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ÷ñÞ-óéìç ãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü åêåßíùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþíäÝí�ñùí. Öáßíå�áé ðñïöáíÝò ü�é ç ó÷åäüí �áê�éêü�ç�á (almost regularity) åíüò ãñáöÞìá�ïò åßíáé�ï áðáé�ïýìåíï ðñïóüí. ÅðïìÝíùò, �üóï ãéá èåùñç�éêïýò üóï êáé ãéá ðñáê�éêïýò ëüãïõò, áöïý�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åßíáé ó�åíÜ óõíäåäåìÝíï ìå �çí áîéïðéó�ßá äéê�ýùí õðïëïãéó�þí,åßíáé åíäéáöÝñïí íá åîÜãåé êáíåßò ìáèçìá�éêü �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüòãñáöÞìá�ïò.Áêïëïõèþí�áò �çí ðñïçãïýìåíç êáèïäÞãçóç, åîå�Üæïõìå �çí êëÜóç �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ�ï óõìðëÞñùìÜ �ïõò åßíáé áó�åñïåéäÞ ãñáöÞìá�á êáé åîÜãïõìå êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �ï ðëÞèïòóêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãéá �á ìÝëç áõ�Þò �çò ïìÜäáò ãñáöçìÜ�ùí. Ôá ðñï�åéíüìåíá áðï�åëÝóìá-�á êáëýð�ïõí ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á ãéá ìåñéêÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí êáé åðåê�åßíïõí �ááðï�åëÝóìá�á ãéá �éò êëÜóåéò �ùí multi-star êáé multi-omplete/star ãñáöçìÜ�ùí ó�çí ìåãá-ëý�åñç êëÜóç �ùí áó�åñïåéäÞ ãñáöçìÜ�ùí. Áðïäåéêíýïõìå èåùñÞìá�á ìåãéó�ïðïßçóçò ðïõ ìáòåðé�ñÝðïõí íá ÷áñáê�çñßóïõìå �á ãñáöÞìá�á �çò êëÜóçò áõ�Þò ìå �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþíäÝí�ñùí.Áõ�Þ ç åñãáóßá ïäÞãçóå ó�çí äçìïóßåõóç:
• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, Maximizing the number of spanningtrees in Kn-omplements of asteroidal graphs, (submitted for publiation) 2005.�ëÞèïò óêåëå�éêþí äÝí�ñùí óå êá�çãïñßåò ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Km

n ±GÅðåê�åßíïí�áò �çí Ýííïéá �ïõ Kn −G (Kn-óõìðëÞñùìá) êáé èåùñþí�áò ðïëõãñáöÞìá�á (multi-graphs), åîÜãïõìå �ýðïõò, ðïõ âáóßæïí�áé ó�çí ïñßæïõóá, ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí�ùí ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Km
n ±G, üðïõ Km

n åßíáé �ï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá �ùí n êïñõöþí ìåáêñéâþò m áêìÝò íá åíþíïõí êÜèå æåýãïò êïñõöþí êáé �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ðïõåðÜãå�áé áðü Ýíá óýíïëï áêìþí �ïõ Km
n . Áðïäåéêíýïõìå åðßóçò êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �ï ðëÞèïò�ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �çò ìïñöÞò Km
n ± G, üðïõ G åßíáé (i) Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÝò (ompletemultipartite) ãñÜöçìá, êáé (ii) Ýíá multi-star ãñÜöçìá.Áõ�Þ ç åñãáóßá ïäÞãçóå ó�çí äçìïóßåõóç:

• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, On the number of spanning trees of Km
n ± Ggraphs, TR-2005-10, Dept. of Computer Siene, University of Ioannina, 2005 (submittedfor journal publiation).Äõíáìéêïß áëãüñéèìïé ãéá �çí áíáãíþñéóç êëÜóåùí ãñáöçìÜ�ùíÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á åðéëýïõìå �ï äõíáìéêü ðñüâëçìá áíáãíþñéóçò ãéá �çí êëÜóç �ùí P4-sparseãñáöçìÜ�ùí: ï óêïðüò åßíáé íá ÷åéñéó�ïýìå ðñüóèåóç êáé äéáãñáöÞ áêìþí/êïñõöþí, íá áíá-êáëýøïõìå ðü�å �Ý�ïéåò �ñïðïðïéÞóåéò åðéöÝñïõí Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá êáé óå ðåñßð�ùóç ðïõáëçèåýåé, íá åíçìåñþóåé êá�Üëëçëá �çí áíáðáñÜó�áóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Ç áí�éìå�þðéóÞ ìáò âá-óßæå�áé ó�çí äéá�Þñçóç �ïõ md-äÝí�ñïõ �ïõ ãñáöÞìá�ïò �ï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá �çí åðßëõóç�ïõ ðñïâëÞìá�ïò áíáãíþñéóçò. Áðïäåéêíýïõìå äïìéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ äÝí�ñïõ êáé ðå�õ÷áßíïõìåÝíáí ðëÞñùò äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ðïõ õðïó�çñßæåé �ñïðïðïéÞóåéò áêìþí (åéóáãùãÝòêáé äéáãñáöÝò) óå O(1) ÷ñüíï êáé �ñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí (åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò) óå O(d)÷ñüíï ãéá êïñõöÞ âáèìïý d.Áõ�Þ ç åñãáóßá ïäÞãçóå ó�çí äçìïóßåõóç:

• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, A fully dynami algorithm for the reog-nition of P4-sparse graphs, (submitted for publiation) 2005.iii



�áñÜëëçëïé áëãüñéèìïé ãéá �ï ðñüâëçìá �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éáÅðéêåí�ñþíïõìå �ï åíäéáöÝñïí ìáò ó�çí áíÜð�õîç åíüò âÝë�éó�ïõ ðáñÜëëçëïõ áëãïñßèìïõ ðïõâñßóêåé êáé áíáöÝñåé �ïí ìéêñü�åñï áñéèìü �ùí áíåîÜñ�ç�ùí-êïñõöþí ìïíïðá�éþí ðïõ êáëýð�ïõí�éò êïñõöÝò (ãíùó�ü ùò �ï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá{path over problem) åíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò. Åðùöåëïýìáó�å �çò äïìÞò �ïõ md-äÝí�ñïõ (êáé ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á �ùíðñþ�ùí ãñáöçìÜ�ùí �ïõ) êáé åêìå�áëëåõüìáó�å �á ìïíïðÜ�éá äÝí�ñùí (path trees{ìéá äïìÞ ðïõäéá�çñåß �á ìïíïðÜ�éá �çò åðéêÜëõøçò ìïíïðá�éþí). �éï óõãêåêñéìÝíá, äïèÝí�ïò �ïõ md-äÝí�ñïõåíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò G óå n êïñõöÝò, ÷ñçóéìïðïéïýìå êëáóéêÝò äåíäñéêÝò �å÷íéêÝò óõññß-êíùóçò êáé �áßñéáóìá ðáñåíèÝóåùí (braket mathing) êáé ðåñéãñÜöïõìå Ýíá âÝë�éó�ï ðáñÜëëçëïáëãüñéèìï ðïõ �ñÝ÷åé óå O(log n) ÷ñüíï ìå O(n/ log n) åðåîåñãáó�Ýò ó�ï EREW-PRAM ìïí�Ý-ëï. Åßíáé åíäéáöÝñïí êáíåßò íá åðåê�åßíåé áõ�Þí �çí �å÷íéêÞ óå Üëëåò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí, êáéáêüìá ðåñéóóü�åñï, íá èåùñÞóåé ìåñéêÝò ðáñáëëáãÝò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, üðùò åßíáé �ï ðñüâëçìáåðéêÜëõøçò ìå �åëéêÜ ìïíïðÜ�éá (terminal path over), äçëáäÞ ç áíáöïñÜ �çò åðéêÜëõøçò ìå ìï-íïðÜ�éá åíüò ãñáöÞìá�ïò äïèÝí�ïò Ýíá õðïóýíïëï êïñõöþí ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á Üêñá êïñõöþí�ùí ìïíïðá�éþí �çò åðéêÜëõøçò.Áõ�Þ ç åñãáóßá ïäÞãçóå ó�çí äçìïóßåõóç:
• K. Asdre, S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, An optimal solution for the path ov-er problem on P4-sparse graphs, Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization(CTW'05), Cologne, Germany, 2005.
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Extended Abstrat in EnglishThis work fouses on the design and analysis of sequential, parallel, and dynami (or on-line)algorithms for (i) reognition, (ii) optimization (Hammiltoniity, and path over), and (iii) ount-ing (spanning trees) problems on lasses of perfet graphs. In partiular, it deals with designingand analyzing graph algorithms, in the following areas, where in most of them we have alreadypublished results.
Tree representationTree representation for speial graphs, among other strutures, are often the basis for fast solutionsof algorithmi problems whih are hard in general. Many lasses of graphs have a unique treerepresentation, based on a general approah known as the modular deomposition of graphs.Using tree representations, many reognition, optimization, and ounting problems, an be solvedeÆiently, for various lasses of perfet graphs, suh as

• quasi-threshold graphs, • ographs,
• tree-ographs, • P4-sparse graphs,
• P4-tidy graphs, • (q, q − 4) graphs,
• permutation graphs, • hordal graphs,
• split-perfet graphs, • (P5, gem)-free graphs,
• (P5, diamond)-free graphs, • and semi-P4-sparse graphs.We have proved reognition, optimization, and ounting results for some of the above mentionedlasses.

Establishing formulas for the number of spanning trees of QT-graphsWe onsider the problem of omputing the number of spanning trees in the lass of quasi-thresholdgraphs, or QT-graphs for short. We show that suh a graph admits important strutural andalgorithmi properties among whih a unique tree representation, up to isomorphism, alled ent-tree. Based on the properties of the ent-tree of a QT-graph G we derive a formula whih givesthe number of spanning trees of the graph G; the proof is based on the Kirhho� matrix treetheorem. Our result generalizes and extends previous results (on my master thesis) regarding thenumber of spanning trees of QT-graphs [91℄.This work lead to publiation:
• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, A formula for the number of spanning trees inquasi-threshold graphs, Pro. 1st Balkan Conferene on Informatis (BCI'03), 192{202,Thessaloniki, Greee, 2003.

Linear time algorithm for the number of spanning trees of cographsIn this setion we present a linear-time algorithm for determining the number of spanning trees inthe lass of omplement reduible graphs, also known as ographs; for a ograph G on n vertiesv



and m edges, our algorithm omputes the number of spanning trees of G in O(n + m) time andspae, where the omplexity of arithmeti operations is measured under the uniform ost riterion.The algorithm takes advantage of the otree of the input graph whih it gradually shrinks in asystemati fashion until it beomes a single vertex while at the same time appropriately updatingertain parameters whose produt gives the desired number of spanning trees. The orretnessof the algorithm is established through the Kirhho� matrix tree theorem, and is also based onstrutural and algorithmi properties of the ographs. Our results generalize previous results andextend the family of graphs admitting linear-time algorithms for the number of their spanningtrees.This work lead to publiation:
• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, Counting spanning trees in ographs, EletroniNotes in Disrete Mathematis (ENDM) 13, 87{95, 2003. Also in: Pro. of the Workshopon Graphs and Combinatorial Optimization (CTW'03), Enshede, The Netherlands, 2003.

Counting spanning trees in graphs using modular decompositionIn this setion we present an algorithm for determining the number of spanning trees of a graph Gwhih takes advantage of the struture of the modular deomposition tree of G. Spei�ally, ouralgorithm works by ontrating the modular deomposition tree of the input graph G in a bottom-up fashion until it beomes a single node; then, the number of spanning trees of G is omputed asthe produt of a olletion of values whih are assoiated with the verties of G and are updatedduring the ontration proess. In partiular, when applied on a (q, q − 4)-graph for �xed q, a
P4-tidy graph, or a tree-ograph, our algorithm omputes the number of its spanning trees intime linear in the size of the graph, where the omplexity of arithmeti operations is measuredunder the uniform-ost riterion. This implies that the problem has linear-time solution for manywell-known lasses of graphs, suh as, ographs, P4-sparse graphs, P4-reduible graphs, P4-litegraphs, and P4-extendible graphs. The orretness of the algorithm is established through theKirhho� matrix tree theorem, and also relies on strutural and algorithmi properties of thegraphs in onsideration. Our results generalize previous results and extend the family of graphsadmitting linear-time algorithms for the number of their spanning trees.This work lead to publiations:
• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, The number of spanning trees in P4-reduiblegraphs, Pro. 3rd Int'l Colloquium on Mathematis and Computer Siene: Algorithms,Trees, Combinatoris and Probabilities (MathInfo III), Vienna, 2004. In: Trends in Math-ematis, Birkhauser, 141{143, 2004.
• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, Counting spanning trees in graphs usingmodular deomposition, TR-2004-09, Dept. of Computer Siene, University of Ioannina,2004 (submitted for journal publiation).

Maximizing the number of spanning trees of Asteroidal GraphsDeriving formulas for di�erent types of graphs an prove to be helpful in identifying those graphsthat ontain the maximum number of spanning trees. It seems apparent that almost the regularityof a graph is a requirement. Thus, both for theoretial and for pratial purposes, sine the numberof spanning trees are lose related to the network reliability, it is interesting to derive a formulafor the number of spanning trees of a graph. vi



Following these lines we examine the lass of graphs whose omplements are asteroidal (star-like) graphs and derive losed formulas for the number of spanning trees of its members. Theproposed results over previous results for some lasses of graphs and extend the results forthe lasses of the multi-star and multi-omplete/star graphs to the larger lass of the asteroidalgraphs. We prove maximization theorems that enable us to haraterize the graphs in this lasswith a maximum number of spanning trees.This work lead to publiation:
• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, Maximizing the number of spanningtrees in Kn-omplements of asteroidal graphs, (submitted for publiation) 2005.

On the number of spanning trees of Km
n ±G graphsBy extending the notion of Kn − G and onsidering multigraphs we derive determinant basedformulas for the number of spanning trees of graphs of the form Km

n ± G, where Km
n is theomplete multigraph on n verties with exatly m edges joining every pair of verties and G is amultigraph spanned by a set of edges of Km

n . We also prove losed formulas for the number ofspanning tree of graphs of the form Km
n ±G, where G is (i) a omplete multipartite graph, and(ii) a multi-star graph.This work lead to publiation:

• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, On the number of spanning trees of Km
n ± Ggraphs, TR-2005-10, Dept. of Computer Siene, University of Ioannina, 2005 (submittedfor journal publiation).

Dynamic algorithms for recognizing classes of graphsIn this setion we solve the dynami reognition problem for the lass of P4-sparse graphs: theobjetive is to handle edge/vertex additions and deletions, to detet whether suh a modi�ationyields a P4-sparse graph, and if yes, to update the representation of the graph. Our approahrelies on maintaining the modular deomposition tree of the graph, whih we use for solving thereognition problem. We prove strutural properties of this tree and obtained a fully dynamireognition algorithm whih handles edge modi�ations (additions and deletions) in O(1) timeand vertex modi�ations (additions and deletions) in O(d) time for a vertex of degree d.With respet to optimality, it is interesting to ahieve a onstant time algorithm for theupdate of the modular deomposition tree in a vertex deletion of a P4-sparse graph. Furthermore,dynami algorithms has been proposed whih handle edge modi�ations and vertex modi�ationsin O(n) time per edge operation and in O(nm) time per vertex modi�ation for hordal graphs.Based on these results, one an work towards the investigation whether there exist a more eÆientdynami algorithm for the lass of hordal graphs or interval graphs (an edges-only dynamialgorithm is known for interval graphs whih handles eah edge modi�ation in O(n log n) time),and moreover, for other lasses of perfet graphs.This work lead to publiation:
• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, A fully dynami algorithm for the reog-nition of P4-sparse graphs, (submitted for publiation) 2005.

Parallel algorithms for the path cover problemHere we fous on developing an optimal parallel algorithm to �nd and report the smallest numberof vertex-disjoint paths that over the verties (known as the path over problem) for the lass ofvii



P4-sparse graphs. We take advantage of the struture of its modular deomposition tree (and infat its prime graphs) and utilize its path trees (a struture that maintains the paths of the pathover). Spei�ally, given the modular deomposition tree of a P4-sparse graph G on n verties,we use standard tree ontration and braket mathing tehniques, and we desribe an optimalparallel algorithm whih runs in O(log n) time with O(n/ log n) proessors on the EREW-PRAMmodel. It is interesting to extend this tehnique to other lasses of graphs and, furthermore, toonsider some variants of the problem, suh as the terminal path over, i.e., the problem of �ndingthe path over of a graph given a subset of verties whih orrespond to the terminal verties ofthe paths of the path over.This work lead to publiation:
• K. Asdre, S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, An optimal solution for the path ov-er problem on P4-sparse graphs, Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization(CTW'05), Cologne, Germany, 2005.
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ÊåöÜëáéï 1 ÅéóáãùãÞ
1.1 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò êáé Ïñéóìïß1.2 ÔÝëåéá �ñáöÞìá�á1.3 ÄåíäñéêÞ ÁíáðáñÜó�áóç êáé Áðïóýíèåóç �ñáöçìÜ�ùí1.4 m-Áðïóýíèåóç1 óå ÊëÜóåéò �ñáöçìÜ�ùí1.5 Êßíç�ñï ÌåëÝ�çò �ùí Åñåõíç�éêþí ÈåìÜ�ùí
1.1 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò êáé ÏñéóìïßÈåùñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á ÷ùñßò ðïëëáðëÝò áêìÝò. ¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá
G ìå óýíïëï êïñõöþí V (G) êáé óýíïëï áêìþí E(G). Ôï õðïãñÜöçìá åíüò ãñáöÞìá�ïò G ðïõåðÜãå�áé áðü Ýíá õðïóýíïëï S �ïõ óõíüëïõ êïñõöþí V (G) áíáöÝñå�áé ùò G[S]. �éá Ýíá õðïóýíïëïêïñõöþí S �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, ïñßæïõìå �ï ãñÜöçìá G−S := G[V (G)−S] êáé ãñÜöïõìå ìå G−v�ï ãñÜöçìá G[V (G) − {v}]. Ìéá êëßêá (lique) åßíáé Ýíá óýíïëï áðü üëá �á æåýãç ãåé�ïíéêþíêïñõöþí . Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï (stable set) åßíáé Ýíá óýíïëï áðü üëá �á æåýãç ìç-ãåé�ïíéêþíêïñõöþí.Ç ãåé�ïíéÜ (neighborhood) N(x) ìéáò êïñõöÞò x ∈ V (G) åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùí êïñõöþí�ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðïõ åßíáé ãåé�ïíéêÝò ìå �çí êïñõöÞ x. Ç êëåéó�Þ ãåé�ïíéÜ (losed neighbor-hood) �çò êïñõöÞò x ïñßæå�áé ùò N [x] := {x} ∪ N(x). Ï âáèìüò (degree) ìéáò êïñõöÞò x ó�ïãñÜöçìá G, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå d(x), åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí ðñïóêåßìåíùí áêìþí ó�çí êïñõöÞ x.äçëáäÞ d(x) = |N(x)|. ÅÜí äýï êïñõöÝò x êáé y åßíáé ãåé�ïíéêÝò óå Ýíá ãñÜöçìá G, èá ëÝìå ü�é çêïñõöÞ x âëÝðåé (sees) �çí êïñõöÞ y. åéäÜëëùò èá ëÝìå ü�é ç êïñõöÞ x ÷Üíåé (misses) �çí êïñõöÞ
y. Åðåê�åßíïõìå áõ�Þí �çí Ýííïéá óå óýíïëá êïñõöþí: �ï óýíïëï êïñõöþí Vi ⊆ V (G) âëÝðåé(÷Üíåé) �ï óýíïëï êïñõöþí Vj ⊆ V (G) åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèå êïñõöÞ x ∈ Vi âëÝðåé (÷Üíåé) êÜèåêïñõöÞ y ∈ Vj .¸íá ìïíïðÜ�é (path) óå Ýíá ãñÜöçìá G åßíáé ìéá áêïëïõèßá áðü êïñõöÝò v0v1 · · · vk �Ý�ïéåòþó�å vi−1vi ∈ E(G) ãéá i = 1, 2, . . . , k. ¸íá ìïíïðÜ�é ïíïìÜæå�áé áðëü (simple) åÜí êáìßá áðü�éò êïñõöÝò �ïõ äåí âñßóêå�áé óå áõ�ü ðáñáðÜíù áðü ìéá öïñÜ. ¸íá ìïíïðÜ�é (áðëü ìïíïðÜ�é)1modular deomposition 1



v0v1 · · · vk åßíáé Ýíáò êýêëïò (yle) åÜí v0vk ∈ E(G). ¸íá áðëü ìïíïðÜ�é (êýêëïò) åßíáé Ü÷ïñäï(hordless) åÜí vivj /∈ E(G) ãéá êÜèå äýï ìç-óõíå÷üìåíåò êïñõöÝò vi, vj �ïõ ìïíïðá�éïý (êýêëïõ).Óå üëç �çí åñãáóßá, �ï Ü÷ïñäï ìïíïðÜ�é (êýêëïò) ìå k êïñõöÝò óõìâïëßæå�áé ìå Pk (áí�ßó�ïé÷á
Ck). ÓõãêåêñéìÝíá, Ýíá Ü÷ïñäï ìïíïðÜ�é �åóóÜñùí êïñõöþí óõìâïëßæå�áé ìå P4

. óå Ýíá ìïíïðÜ�é
P4 abcd, ïé êïñõöÝò b, c åßíáé ïé ìÝóåò-êïñõöÝò (midpoints) êáé ïé êïñõöÝò a, d åßíáé �á Üêñá(endpoints) �ïõ P4.¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò. Ïé áêüëïõèåò ðñï�Üóåéò åßíáé éóïäýíáìåò êáé ÷áñáê�ç-ñßæïõí �ï ãñÜöçìá G ùò äÝí�ñï:- Ôï ãñÜöçìá G åßíáé óõíåê�éêü êáé Üêõêëï.- Ôï ãñÜöçìá G åßíáé óõíåê�éêü êáé Ý÷åé n− 1 áêìÝò.- Ôï ãñÜöçìá G åßíáé Üêõêëï êáé Ý÷åé n− 1 áêìÝò.- �éá êÜèå æåýãïò êïñõöþí u, v ∈ V (G) õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü ìïíïðÜ�é ó�ï ãñÜöçìá G ìå�áîý�ùí êïñõöþí u êáé v.¸ó�ù Ýíá äÝí�ñï T . Ï ðá�Ýñáò åíüò êüìâïõ x �ïõ äÝí�ñïõ T óõìâïëßæå�áé ìå p(x), åíþ �ïóýíïëï êüìâùí ðïõ ðåñéÝ÷åé �á ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ x ó�ï äÝí�ñï T óõìâïëßæå�áé ìå ch(x). ÅðßóçòÓõìâïëßæïõìå ìå Li �ï óýíïëï êüìâùí ðïõ ðåñéÝ÷ïí�áé ó�ï i åðßðåäï �ïõ äÝí�ñïõ T , ãéá êÜèå�éìÞ �çò ìå�áâëç�Þò i áðü 0 ìÝ÷ñé �ï ýøïò �ïõ äÝí�ñïõ T .1.1.1 Áðáñßèìçóç Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí¸íá óêåëå�éêü äÝí�ñï (spanning tree) åíüò óõíåê�éêïý ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáéÝíá (n−1)-áêìþí óõíåê�éêü õðïãñÜöçìÜ �ïõ. Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá-�ïò G, ðïõ êáëåß�áé åðßóçò ðïëõðëïêü�ç�á (omplexity) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G [10℄, êáé óõìâïëßæå�áéìå τ(G), åßíáé Ýíá óçìáí�éêü, åõñÝùò ãíùó�ü, ðñüâëçìá ó�çí èåùñßá ãñáöçìÜ�ùí.�ñéí ðñï÷ùñÞóïõìå ó�ï Èåþñçìá �ùí �éíÜêùí-ÄÝí�ñùí èá äéá�õðþóïõìå Ýíáí áíáäñïìéêüáëãüñéèìï ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò. Ï �ñüðïòáõ�üò óõíßó�á�áé ó�çí îå÷ùñéó�Þ ìÝ�ñçóç �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìéá óõãêåêñéìÝ-íç áêìÞ êáé �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí ìéá óõãêåêñéìÝíç áêìÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò.×ñåéáæüìáó�å ðñþ�á �ïí ðáñáêÜ�ù ïñéóìü.¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G êáé ìå áêìÞ e = uv ∈ E(G). Ôü�å ç óõó�ïëÞ G ·e åßíáé �ï ãñÜöçìá ðïõðñïêýð�åé áðü �ï G áí áí�éêá�áó�Þóïõìå �éò êïñõöÝò u êáé v áðü ìéá íÝá êïñõöÞ ìå ðñïóðßð�ïõóåòáêìÝò üëåò �éò áêìÝò ðëçí �çò e ðïõ ðñïóðßð�ïõí ó�çí êïñõöÞ u Þ ó�çí êïñõöÞ v.Èåþñçìá 1.1 ([10℄). ¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G êáé ìéá áõèáßñå�ç áêìÞ e ∈ E(G). Ôü�å:

τ(G) = τ(G \ e) + τ(G · e).Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ìðïñåß íá áðï�åëÝóåé �çí âÜóç åíüò áíáäñïìéêïý áëãïñßèìïõ ãéá �ïí õðïëï-ãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò. ÅðåéäÞ óå êÜèå âÞìá ï áëãüñéèìïòèá îå�õëßãåé äýï áíáäñïìéêÝò êëÞóåéò �ïõ åáõ�ïý �ïõ ìÝ÷ñé �ï óçìåßï üðïõ äåí èá õðÜñ÷ïõí ðëÝïíáêìÝò ó�ï ãñÜöçìá, ï áñéèìüò �ùí áíáäñïìéêþí êëÞóåùí åßíáé 2m, üðïõ m �ï ðëÞèïò �ùí áêìþí�ïõ ãñáöÞìá�ïò G. Áí�ßèå�á, üðùò èá äïýìå ðáñáêÜ�ù, �ï Èåþñçìá �ïõ �ßíáêá-ÄÝí�ñùí õðáãï-ñåýåé Ýíáí áí�ßó�ïé÷ï áëãüñéèìï ðïõ âáóßæå�áé ó�ïí õðïëïãéóìü �çò ïñßæïõóáò åíüò ðßíáêá. Åßíáéãíùó�ü ðùò ç ïñßæïõóá åíüò n× n ðßíáêá ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ëéãü�åñï áðü n3 âÞìá�á (ãéáìåãÜëï n) (äåß�å åðßóçò [27, 28℄). ¸�óé, üðùò èá äïýìå ó�çí óõíÝ÷åéá, ï áëãüñéèìïò ðïõ âáóßæå-�áé ó�ïí õðïëïãéóìüò �çò ïñßæïõóáò åíüò ðßíáêá åßíáé óçìáí�éêÜ �á÷ý�åñïò áðü �ïí áíáäñïìéêüáëãüñéèìï ðïõ âáóßæå�áé ó�ï Èåþñçìá 1.1. 2



�éá Ýíáí n × n ðßíáêá M , ï ij-åëÜóóùí (minor) µi
j åßíáé ç ïñßæïõóá �ïõ (n − 1) × (n − 1)ðßíáêá ðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ïí ðßíáêá M äéáãñÜöïí�áò �çí ãñáììÞ i êáé �çí ó�Þëç j. Ï i-óõí�åëåó�Þò (ofator) éóïý�áé ìå µi

i. �éá Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò, Ýó�ù
A ï ðßíáêáò ãåé�íßáóçò êáé D ï ðßíáêáò âáèìþí, äçëáäÞ, ï äéáãþíéïò ðßíáêáò ìå �ïõò âáèìïýò�ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G íá âñßóêïí�áé ó�çí êýñéá äéáãþíéï. Ï ðßíáêáò �ïõ Kirhho� K, åíüò ãñáöÞìá�ïò G åßíáé ï ðßíáêáò D − A. Ôï Èåþñçìá �ïõ �ßíáêá-ÄÝí�ñïõ (åðßóçò ãíùó�üùò Èåþñçìá �ïõ Kirhho�) åßíáé Ýíá áðü �á ðéï ãíùó�Ü áðï�åëÝóìá�á ó�çí èåùñßá ãñáöçìÜ�ùí.�áñÝ÷åé Ýíáí �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G, óå ó÷Ýóç ìå �ïõòóõí�åëåó�Ýò (ofators) �ïõ Kirhho� �ßíáêá.Èåþñçìá 1.2 (Èåþñçìá �ïõ �ßíáêá-ÄÝí�ñïõ, Kirhho� [10, 47℄). �éá Ýíá ïðïéïäÞðï�åãñÜöçìá G ìå �ïí ðßíáêá K ïñéóìÝíï üðùò ðñïçãïõìÝíùò, ïé óõí�åëåó�Ýò �ïõ ðßíáêá K Ý÷ïõí�çí ßäéá �éìÞ, êáé áõ�Þ ç �éìÞ åßíáé ßóç ìå �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G.Ôï Èåþñçìá �ïõ �ßíáêá-ÄÝí�ñïõ ðáñÝ÷åé Ýíá äõíá�ü åñãáëåßï ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò
τ(G) �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G. �éá áõ�üí �ïí õðïëïãéóìü, ðñþ�á ó÷çìá�ß-æïõìå �ïí ðßíáêá �ïõ Kirhho� K �ïõ ãñáöÞìá�ïò G êáé áðïê�Üìå �ïí (n− 1)× (n− 1) ðßíáêá
Ki áðü �ïí K äéáãñÜöïí�áò �çí i-ó�Þ ãñáììÞ êáé ó�Þëç (�õ÷áßá), êáé �ü�å õðïëïãßæïõìå �çíïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá Ki. Ç ðñÜîç �çò äéáãñáöÞò ìéáò ãñáììÞò êáé ìéáò ó�Þëçò áðü �ïí ðßíáêá
K ìðïñåß íá öáßíå�áé êá�Ü êÜðïéï �ñüðï \�õ÷áßá". �áñáðÝìðïõìå �ïí áíáãíþó�ç ó�ï âéâëßï [10℄ãéá ðåñéóóü�åñåò ëåð�ïìÝñåéåò êáé ãéá �çí áðüäåéîç �ïõ èåùñÞìá�ïò.Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áð' åõèåßáò (÷ù-ñßò �çí äéáãñáöÞ ïðïéáäÞðï�å ãñáììÞò Þ ó�Þëçò) ùò ðñïò Ýíáí ðßíáêá K ′ ðáñüìïéï ìå �ïí ðßíáêá�ïõ Kirhho� K, ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ï ãñÜöçìá G [103℄, Þ, åíáëëáê�éêÜ, ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß ï-ñßæïí�áò Ýíá ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï det (K − xI) ðÜíù ó�ïí ðßíáêá K. ç �åëåõ�áßá ðåñßð�ùóçëáìâÜíåé õð' üøéí �ïí õðïëïãéóìü �ùí éäéï�éìþí �ïõ ðßíáêá K (äåß�å [12, 20, 42, 99, 109℄).1.1.2 Äõíáìéêïß ÁëãüñéèìïéÓå Ýíá äõíáìéêÜ ìå�áâáëëüìåíï ãñÜöçìá ðñÝðåé êáíåßò íá äéá�çñÞóåé ìéá áíáðáñÜó�áóç �ïõ ãñá-öÞìá�ïò ìÝóá áðü ìéá áêïëïõèßá Üìåóùí ìå�áâïëþí (on-line modi�ations), äçëáäÞ åéóáãùãÝòêáé äéáãñáöÝò êïñõöþí Þ áêìþí. Ç áíáðáñÜó�áóç ðñÝðåé íá åðé�ñÝðåé íá áðáí�çèïýí åñù�Þ-óåéò ðïõ áðáó÷ïëïýí óõãêåêñéìÝíåò éäéü�ç�åò �ïõ äõíáìéêïý ãñáöÞìá�ïò, ãéá ðáñÜäåéãìá, `åßíáéóõíåê�éêü �ï ãñÜöçìá . '. ÔÝ�ïéïõ åßäïõò áëãüñéèìïé ðïõ áó÷ïëïýí�áé ìå áõ�Ü �á ðñïâëÞìá�áïíïìÜæïí�áé äõíáìéêïß áëãüñéèìïé (dynami algorithms) êáé êá�çãïñéïðïéïýí�áé áíÜëïãá ìå �çíäéáäéêáóßá ìå�áâïëþí ðïõ õðïó�çñßæïõí. ¸íáò áõîç�éêüò (áí�ßó�. ìåéù�éêüò) (inremental êáéáí�ßó�. deremental) ) áëãüñéèìïò õðïó�çñßæåé ìüíï ðñïóèÞêç (áí�ßó�. áöáßñåóç) êïñõöþí. ¸-íáò ìïíï-ðñïóèÞêçò (áí�ßó�. ìüíï-áöáßñåóçò) áëãüñéèìïò õðïó�çñßæåé ìüíï ðñïóèÞêç (áí�ßó�.áöáßñåóç) áêìþí. ¸íáò ìüíï-áêìÝò ðëÞñçò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò (edges-only fully dynami al-gorithm) õðïó�çñßæåé ðñïóèÞêåò êáé äéáãñáöÝò áêìþí. ¸íáò ðëÞñçò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò (fullydynami algorithm) õðïó�çñßæåé �ñïðïðïéÞóåéò áêìþí üðùò åðßóçò êáé �ñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí.Áõ�Þ ç åñãáóßá áó÷ïëåß�áé êáé äéåñåõíÜ äõíáìéêÜ ðñïâëÞìá�á áíáãíþñéóçò ó�á ïðïßá ïé åñù-�Þóåéò åßíáé �çò ìïñöÞò: `�ï ãñÜöçìá áíÞêåé óå ìéá óõãêåêñéìÝíç êëÜóç Π . ', üðïõ Π åßíáé ìéáêëÜóç ãñáöçìÜ�ùí. ¸íáò áëãüñéèìïò ãéá �ï ðñüâëçìá åßíáé áíáãêáóìÝíïò íá äéá�çñåß ìéá áíá-ðáñÜó�áóç �ïõ äõíáìéêïý ãñáöÞìá�ïò åíüóù �ï ãñÜöçìá áíÞêåé ó�çí êëÜóç Π, êáé íá åí�ïðßæåéðü�å �ï ãñÜöçìá ðáýåé íá áíÞêåé ó�çí êëÜóç Π.�éï óõãêåêñéìÝíá, Ýíáò ðëÞñçò äõíáìéêüò ãéá ìéá Π-áíáãíþñéóç äéá�çñåß ìéá äïìÞ äåäïìÝíùíãéá �ï óõãêåêñéìÝíï ãñÜöçìá G ∈ Π êáé õðïó�çñßæåé �éò áêüëïõèåò ëåé�ïõñãßåò.3



• ðñïóèÞêç-áêìÞò(edge-insertion): äïèÝí�ïò äýï êïñõöþí u, v ∈ V (G) ðïõ äåí åßíáé ãåé�ïíé-êÝò ó�ï ãñÜöçìá G, åíçìÝñùóå �çí êá�Üëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí �ï ãñÜöçìá G∪{uv} ∈ Π,åéäÜëëùò åê�ýðùóå false .

• äéáãñáöÞ-áêìÞò(edge-deletion): äïèÝí�ïò ìéáò áêìÞò uv ∈ E(G), åíçìÝñùóå �çí êá�ÜëëçëçäïìÞ äåäïìÝíùí åÜí �ï ãñÜöçìá G− {uv} ∈ Π, åéäÜëëùò åê�ýðùóå false .

• ðñïóèÞêç-êïñõöÞò(vertex-insertion): äïèÝí�ïò ìéáò íÝáò êïñõöÞò v /∈ V (G) ðïõ ãåé�íéÜ-æåé ìå 0, ìåñéêÝò, Þ üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, åíçìÝñùóå �çí êá�Üëëçëç äïìÞäåäïìÝíùí åÜí �ï ãñÜöçìá G ∪ v ∈ Π, åéäÜëëùò åê�ýðùóå false .

• äéáãñáöÞ-êïñõöÞò(vertex-deletion): äïèÝí�ïò ìéáò êïñõöÞò v ∈ V (G), åíçìÝñùóå �çí êá-�Üëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí �ï ãñÜöçìá G− v ∈ Π, åéäÜëëùò åê�ýðùóå false.Ìå�Ü �çí åê�Ýëåóç áðü ïðïéáäÞðï�å �Ý�ïéá ëåé�ïõñãßá, ï áëãüñéèìïò åßíáé Ý�ïéìïò íá åê�åëÝóåé�çí åðüìåíç ëåé�ïõñãßá. �ñïöáíþò (äåß�å åðßóçò [101℄), ç ðñïóèÞêç (äéáãñáöÞ) ìéáò êïñõöÞò äåíáíÜãå�áé ó�ï ðñüâëçìá �çò ðñïóèÞêçò (äéáãñáöÞò) �ùí ðñïóêåßìåíùí, óå áõ�Þò, áêìþí. ¸�óé,ïé �ñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí ðñÝðåé íá ÷åéñßæïí�áé îå÷ùñéó�Ü áðü �éò �ñïðïðïéÞóåéò áêìþí áðü �ïíäõíáìéêü áëãüñéèìï.�åíéêü�åñá, �ï äõíáìéêÞò-óõíåê�éêü�ç�áò (dynami-onnetivity) ðñüâëçìá åßíáé Ýíá áðü �áðéï óçìáí�éêÜ êáé åõñÝùò ãíùó�Ü äõíáìéêÜ ðñïâëÞìá�á ãñáöçìÜ�ùí êáé áðï�åëåß �ï åðßêåí�ñïìéáò åíäéáöÝñïõóáò ðåñéï÷Þò. Öïñìáëéó�éêÜ, �ï ðñüâëçìá åðéèõìåß íá äéá�çñåß Ýíá ãñÜöçìá ìåðñïêáèïñéóìÝíï ðëÞèïò êïñõöþí n ìå �çí ðñïûðüèåóç íá éêáíïðïéåß �éò áêüëïõèåò ëåé�ïõñãßåò:- insert(u, v): ðñïóèÞêç �çò áêìÞò (u, v) ó�ï ãñÜöçìá.- delete(u, v): äéáãñáöÞ �çò áêìÞò (u, v) áðü �ï ãñÜöçìá.- onneted(u, v): Ýëåãîå ðü�å ïé êïñõöÝò u êáé v âñßóêïí�áé ó�çí ßäéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá.1.1.3 �áñÜëëçëïé ÁëãüñéèìïéÓå áõ�Þí �çí åñãáóßá õéïèå�ïýìå �ï Parallel Random Aess Mahine ìïí�Ýëï (PRAM, ãéáóõí�ïìßá) �ï ïðïßï áðï�åëåß�áé áðü óýã÷ñïíïõò åðåîåñãáó�Ýò, ðïõ ï êÜèå Ýíáò Ý÷åé ðñüóâáóç óåêïéíü÷ñçó�ç ìíÞìç. Óå êÜèå âÞìá, ïé åðåîåñãáó�Ýò åê�åëïýí �çí ßäéá åí�ïëÞ ìå �ï ðëÞèïò �ùíåðåîåñãáó�þí íá åßíáé ðñïêáèïñéóìÝíï. Ó�ï ìïí�Ýëï Conurrent Read Conurrent Write PRAM(CRCW) áñêå�ïß åðåîåñãáó�Ýò ìðïñïýí �áõ�ü÷ñïíá íá ðñïóðåëÜóïõí �çí ßäéá èÝóç ìíÞìçò �üóïãéá äéÜâáóìá üóï êáé ãéá ãñÜøéìï óå áõ�Þí. Ó�ï ìïí�Ýëï Conurrent Read Exlusive WritePRAM (CREW), ìéá èÝóç ìíÞìçò ìðïñåß íá ðñïóðåëáó�åß �áõ�ü÷ñïíá áðü ðïëëïýò åðåîåñãáó�Ýòãéá äéÜâáóìá, áëëÜ ü÷é ãéá ãñÜøéìï ó�çí ßäéá èÝóç ìíÞìçò. Ó�ï ìïí�Ýëï Exlusive Read ExlusiveWrite PRAM (EREW), ìéá èÝóç ìíÞìçò äåí ìðïñåß íá ðñïóðåëáó�åß �áõ�ü÷ñïíá áðü ðáñáðÜíùáðü Ýíáí åðåîåñãáó�Þ åß�å ãéá äéÜâáóìá áðü �çí èÝóç åß�å ãéá ãñÜøéìï óå áõ�Þí �çí èÝóç. Ïåíäéáöåñüìåíïò áíáãíþó�çò ìðïñåß íá áíáöåñèåß ó�ï âéâëßï [58℄ ãéá ðåñáé�Ýñù ìåëÝ�ç �ùí PRAMïéêïãåíåéþí.Èåùñïýìå Ýíá ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ðïõ åðéëýåé Ýíá ÷áñáê�çñéó�éêü ðñüâëçìá ìåãÝèïõò nóå ÷ñüíï Tp(n), üðïõ p åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí åðåîåñãáó�þí ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß. ÓõíÞèùò, ç êýñéáðïëõðëïêü�ç�á ðïõ ìå�ñÜåé �çí åê�ßìçóç �çò áðüäïóçò �ïõ ðáñÜëëçëïõ áëãïñßèìïõ åßíáé ç åñãáóßá(work) W (n), ðïõ åê�åëåß�áé, êáé ïñßæå�áé ùò �ï ãéíüìåíï p × Tp(n). Ï áëãüñéèìïò áíáöÝñå�áéùò âÝë�éó�ïò-åñãáóßáò (work-optimal) åÜí éó÷ýåé W (n) ∈ Θ(T ∗(n)), üðïõ T ∗(n) åßíáé ï ÷ñüíïòåðåîåñãáóßáò �ïõ ãñçãïñü�åñïõ áêïëïõèéáêïý áëãïñßèìïõ ãéá �ï ßäéï ðñüâëçìá. �åñéó�áóéáêÜ,÷ñçóéìïðïéåß�áé ìéá áêüìá éó÷õñü�åñç ðïëõðëïêü�ç�á êáé ïíïìÜæå�áé âåë�éó�ü�ç�á-÷ñüíïõ (time-optimality). ÓõãêåêñéìÝíá, Ýíáò áëãüñéèìïò áíáöÝñå�áé ùò âÝë�éó�ïò-÷ñüíïõ óå Ýíá ìïí�Ýëï4



åÜí êáíÝíáò Üëëïò ðáñÜëëçëïò áëãüñéèìïò ðïõ åðéëýåé �ï ßäéï ðñüâëçìá êáé ÷ñçóéìïðïéåß åíáíðïëõùíõìéêïý áñéèìü åðåîåñãáó�þí äåí ìðïñåß íá �ñÝîåé ãñçãïñü�åñá ó�ï ßäéï ìïí�Ýëï, áêüìáêáé áí åß÷å ó�ç äéÜèåóÞ �ïõ Ýíáí áðåñéüñéó�ï áñéèìü åðåîåñãáó�þí. ¼ðùò èá äïýìå ó�ç óõíÝ÷åéáó�ï ÊåöÜëáéï 8, ï ðáñÜëëçëïò áëãüñéèìüò ìáò ãéá �çí åðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �çò åðéêÜëõøçò ìåìïíïðÜ�éá óå Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá åßíáé �áõ�ü÷ñïíá âÝë�éó�ïò-åñãáóßáò êáé âÝë�éó�ïò-÷ñüíïõ.1.2 ÔÝëåéá �ñáöÞìá�áÏ ÷ñùìá�éêüò áñéèìüò (hromati number) χ(G) åíüò ãñáöÞìá�ïò G ïñßæå�áé ùò �ï åëÜ÷éó�ïðëÞèïò ÷ñùìÜ�ùí ðïõ ìðïñïýí íá áíá�åèïýí ó�éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìå �Ý�ïéï �ñüðïþó�å êÜèå æåýãïò ãåé�ïíéêþí êïñõöþí íá ðÜñïõí äýï äéáöïñå�éêÜ ÷ñþìá�á . ï áñéèìüò êëßêáò(lique number) ω(G) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ïñßæå�áé ùò �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò ãåé�ïíéêþí (pairwise)êïñõöþí ó�ï ãñÜöçìá G. �ñïöáíþò, ï ÷ñùìá�éêüò áñéèìüò êÜèå ãñáöÞìá�ïò åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïíßóïò ìå �ïí áñéèìü êëßêáò �ïõ. Ï åõó�áèÞò áñéèìüò (stability number) α(G) �ïõ ãñáöÞìá�ïò
G åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí óå Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìÝãéó�çò ðëçèéêü�ç�áò. Ï áñéèìüòåðéêÜëõøçò êëßêáò (lique over number) κ(G) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáé �ï ìÝãåèïò �çò ìéêñü�åñçòäõíá�Þò êëßêáò ðïõ êáëýð�åé �çò êïñõöÝò �ïõ G.Ïé ðáñáêÜ�ù �ñåéò óõíèÞêåò ïñßæïõí �éò �Ýëåéåò éäéü�ç�åò (perfetion properties) åíüò ãñáöÞ-ìá�ïò G.(P1) ω(GA) = χ(GA), ∀A ⊆ V (G)(P2) α(GA) = κ(GA), ∀A ⊆ V (G)(P3) ω(GA) · α(GA) ≥ |A|, ∀A ⊆ V (G)¸íá ãñÜöçìá G ïíïìÜæå�áé �Ýëåéï (perfet) åÜí, ãéá êÜèå Ýíá áðü �á åðáãüìåíá õðïãñáöÞìá�Ü�ïõ G[A], ï ÷ñùìá�éêüò áñéèìüò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[A] éóïý�áé ìå �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò ãåé�ïíéêþí(pairwise) êïñõöþí ó�ï ãñÜöçìá G[A].Èåþñçìá 1.3 (The Perfet Graph Theorem [9℄). �éá Ýíá ìç-êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G, ïé�Ýëåéåò éäéü�ç�åò P1, P2 êáé P3 åßíáé éóïäýíáìåò.Ç áêüëïõèç óõíÝðåéá Ý÷åé åðßóçò áðïäåé÷èåß ó�ï âéâëßï [9℄.�üñéóìá 1.1. ¸íá ãñÜöçìá G åßíáé �Ýëåéï åÜí êáé ìüíï åÜí �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ G åßíáé �Ýëåéï.Ç ïðÞ (hole) åßíáé Ýíáò Ü÷ïñäïò êýêëïò ìåãÝèïõò �ïõëÜ÷éó�ïí �Ýóóåñá. ç áí�éïðÞ (antihole) åßíáé�ï óõìðëÞñùìá åíüò �Ý�ïéïõ êýêëïõ . ïé ïðÝò êáé ïé áí�éïðÝò åßíáé Üñ�éåò Þ ðåñé��Ýò áíÜëïãá ìå�çí éóï�éìßá �ïõ ðëÞèïõò �ùí êïñõöþí. Êáìßá ðåñé��Þ ïðÞ äåí åßíáé �Ýëåéá (ï áñéèìüò êëßêáòìéáò ïðÞò åßíáé 2 êáé ï ÷ñùìá�éêüò �çò áñéèìüò åßíáé 3) êáé êáìßá ðåñé��Þ áí�éïðÞ äåí åßíáé �Ýëåéá(ï áñéèìüò êëßêáò ìéáò áí�éïðÞò ìå 2k + 1 êïñõöÝò åßíáé k êáé ï ÷ñùìá�éêüò �çò áñéèìüò åßíáé
k + 1). Ôï 1960, ï Berge [9℄ áíáêïßíùóå �çí åéêáóßá ü�é Ýíá ãñÜöçìá åßíáé �Ýëåéï åÜí (êáé ìüíïåÜí) äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá ðåñé��Þ ïðÞ êáé áí�éïðÞ. Áõ�Þ ç åéêáóßá Ýãéíå ãíùó�Þ ùò Éó÷õñÞ ÔÝëåéùí�ñáöçìÜ�ùí Åéêáóßá(Strong Perfet Graph Conjeture{SPGC). Ìðïñåß íá åðáíáäéá�õðùèåß ùòåîÞò.- Ôï ãñÜöçìá G åßíáé �Ýëåéï åÜí êáé ìüíï åÜí äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìáéóüìïñöï óå ìéá ðåñé��Þ ïðÞ Þ óå ìéá ðåñé��Þ áí�éïðÞ.- Ôï ãñÜöçìá G åßíáé �Ýëåéï åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèå êýêëïò ìåãÝèïõò ≥ 5 ó�ï G Þ ó�ï GðåñéÝ÷åé ìéá ÷ïñäÞ. 5



Ïé Chvatal êáé Sbihi ó�ï âéâëßï [23℄ ðñü�åéíáí íá ïíïìÜæïõí Ýíá ãñÜöçìá ùò Berge ãñÜöçìá åÜíäåí ðåñéÝ÷åé êáìßá ðåñé��Þ ïðÞ Þ êáìßá ðåñé��Þ áí�éïðÞ. Õðü áõ�Þ �çí ïñïëïãßá, ç Éó÷õñÞ ÔÝëåéùí�ñáöçìÜ�ùí Åéêáóßá åðéâåâáéþíåé ü�é Ýíá ãñÜöçìá åßíáé �Ýëåéï åÜí (êáé ìüíï åÜí) åßíáé ÝíáBerge ãñÜöçìá. ÅðïìÝíùò ï åí�ïðéóìüò �ùí ïðþí êáé áí�éïðþí ðáñïõóéÜæåé ìÝãéó�ï åíäéáöÝñïíêáé �õã÷Üíåé áñêå�Ü ìåãÜëçò ðñïóï÷Þò áðü ðïëëïýò åñåõíç�Ýò [9, 10, 18℄. Óçìåéþíïõìå ü�é ïãñçãïñü�åñïò áëãüñéèìïò ãéá �ï ðñüâëçìá áõ�ü Ý÷åé ðñï�áèåß áðü �ïõò Íéêïëüðïõëï êáé �áëéüó�çí åñãáóßá [90℄ ðïõ �ñÝ÷åé óå O(n + m2) ÷ñüíï ãéá Ýíá ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò.Ôï 2002 ïé Chudnovsky êáé Seymour áíáêïßíùóáí ü�é óå óõíåñãáóßá ìå ìéá ðñïçãïýìåíçÝñåõíá ìå �ïõò Robertson êáé Thomas åß÷áí ïëïêëçñþóåé �çí áðüäåéîç �çí Éó÷õñÞ ÔÝëåéùí �ñá-öçìÜ�ùí Åéêáóßá. Ïé �Ýóóåñéò óõããñáöåßò ðáñïõóéÜæïõí �çí åê�åíÞ áðüäåéîç �ïõò (175 óåëßäåò)ó�çí åñãáóßá [22℄ êáé åðïìÝíùò �ï SPGC ìå�á�ñÜðçêå óå Éó÷õñü ÔÝëåéùí �ñáöçìÜ�ùí Èåþñçìá(Strong Perfet Graph Theorem-SPGT).Ç êëÜóç �ùí �Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí åðéëÝ÷èçêå ëüãù �ùí óçìáí�éêþí äïìéêþí ÷áñáê�çñéó�é-êþí êáé �ùí áëãïñéèìéêþí éäéï�Þ�ùí ðïõ äéáèÝ�ïõí �á ãñáöÞìá�á áõ�Ü, êáé ïé ïðïßåò ïäçãïýí óåðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãïñßèìïõò åðßëõóçò ðïëëþí êëáóéêþí ðñïâëçìÜ�ùí âåë�éó�ïðïßçóçò, �áïðïßá ó�çí ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç åßíáé NP-ðëÞñç. ÔÝ�ïéá êëáóéêÜ ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò åßíáé�ï ðñüâëçìá ÷ñùìá�éóìïý (oloring), åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá (path over), ç åýñåóç äéáäñïìþíêáé êýêëùí Hamilton, êáé ðñüâëçìá áðáñßèìçóçò óêåëå�éêþí äÝí�ñùí. Ïé åöáñìïãÝò áõ�þí �ùíðñïâëçìÜ�ùí âåë�éó�ïðïßçóçò åßíáé ðïëëáðëÝò, óçìáí�éêÝò, êáé êáëýð�ïõí ðïëëÜ ðåäßá äéáöïñå-�éêþí åðéó�çìþí (áðü �á ìáèçìá�éêÜ Ýùò �çí öéëïóïößá)[9, 47℄.1.3 ÄåíäñéêÞ ÁíáðáñÜó�áóç êáé Áðïóýíèåóç �ñáöçìÜ�ùíÇ äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç ãéá åéäéêÜ ãñáöÞìá�á, ìå�áîý Üëëùí äïìþí, åßíáé óõ÷íÜ ç âÜóç ãéá ãñÞ-ãïñåò ëýóåéò óå áëãïñéèìéêÜ ðñïâëÞìá�á ðïõ åßíáé ãåíéêÜ äýóêïëá. �ïëëÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùíÝ÷ïõí ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç, ðïõ âáóßæå�áé óå ìéá ãåíéêÞ áí�éìå�þðéóç, ãíùó�Þùò m-áðïóýíèåóç (modular deomposition) ãñáöçìÜ�ùí. ×ñçóéìïðïéþí�áò äåíäñéêÞ áíáðáñÜ-ó�áóç, ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á áíáãíþñéóçò, âåë�éó�ïðïßçóçò êáé áðáñßèìçóçò ìðïñïýí íá åðéëõèïýíáðï�åëåóìá�éêÜ ãéá ðïéêßëåò êá�çãïñßåò ãñáöçìÜ�ùí, üðùò
• quasi-threshold ãñáöÞìá�á, • ographs,
• tree-ographs, • P4-sparse ãñáöÞìá�á,
• P4-tidy ãñáöÞìá�á, • (q, q − 4) ãñáöÞìá�á,
• permutation ãñáöÞìá�á, • hordal ãñáöÞìá�á,
• split-perfet ãñáöÞìá�á, • (P5, gem)-free ãñáöÞìá�á,
• (P5, diamond)-free ãñáöÞìá�á, • êáé semi-P4-sparse ãñáöÞìá�á.¸÷ïõìå áðïäåßîåé áðï�åëÝóìá�á áíáãíþñéóçò, âåë�éó�ïðïßçóçò êáé áðáñßèìçóçò ãéá ìåñéêÝò áðü�éò ðáñáðÜíù êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí.1.3.1 m-Áðïóýíèåóç¸íá õðïóýíïëï M �ùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞìá�ïò G áíáöÝñå�áé ùò áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (module)�ïõ ãñáöÞìá�ïò G, åÜí êÜèå êïñõöÞ åê�üò �ïõ óõíüëïõ M åßíáé, åß�å ãåé�ïíéêÞ óå üëåò �éòêïñõöÝò �ïõ M , åß�å óå êáìßá áðü áõ�Ýò. Ôï êåíü óýíïëï, �á ìïíïóýíïëá êáé �ï óýíïëï êïñõ-öþí V ëÝãïí�áé �å�ñéììÝíåò áõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò êáé ü�áí �ï ãñÜöçìá G Ý÷åé ìüíï �å�ñéììÝíåòáõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò �ü�å áíáöÝñå�áé ùò ðñþ�ï ãñÜöçìá (prime graph Þ indeomposable). Ìéáìç-�å�ñéììÝíç áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ïíïìÜæå�áé åðßóçò êáé ïìïãåíÝò óýíïëï (homogeneous set). Åðé-ðëÝïí, ìéá áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ïíïìÜæå�áé éó÷õñÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (strong6
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v15(a) (b)Ó÷Þìá 1.1: (a) ¸íá ãñÜöçìá G êáé (b) �ï md-äÝí�ñï �ïõ T (G).module) åÜí ãéá êÜèå ìßá áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M ′ 6= M �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, åß�å éó÷ýåé M ′ ∩M = ∅åß�å éó÷ýåé M ′ ⊂M .Ç m-áðïóýíèåóç (modular deomposition) åíüò ãñáöÞìá�ïò G áíáðáñßó�á�áé áðü Ýíá äÝí�ñï
T (G) �ï ïðïßï ïíïìÜæïõìåmd-äÝíäñï �ïõ ãñáöÞìá�ïò G (modular deomposition tree). �á öýëëá�ïõ äÝí�ñïõ T (G) åßíáé ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G åíþ êÜèå åóù�åñéêüò êüìâïò t áí�éó�ïé÷åßóå ìéá éó÷õñÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ðïõ óõìâïëßæå�áé M(t) êáé åðÜãå�áé áðü �ï óýíïëï �ùí êïñõ-öþí/öýëëùí �ïõ õðïäÝí�ñïõ ìå ñßæá �ïí t. ¸�óé �ï äÝí�ñï T (G) áíáðáñéó�Ü üëá �éò éó÷õñÝòáõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. ÊÜèå åóù�åñéêüò êüìâïò åðéãñÜöå�áé ìå P ãéá ðáñÜë-ëçëç áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (parallel module), Þ ìå S ãéá óåéñéáêÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (series module),Þ ìå N ãéá ãåé�ïíéêÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (neighborhood module). H áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ðïõ áí�é-ó�ïé÷åß óå Ýíáí P-êüìâï åðÜãåé Ýíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, áõ�Þ �ïõS-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðïõ �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáéÝíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá êáé áõ�Þ �ïõ N-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá �ïõãñáöÞìá�ïò G ðïõ �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáé åðßóçò Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá. Ôï Ó÷Þìá 1.1äåß÷íåé Ýíá ãñÜöçìá êáé �ï md-äÝí�ñï �ïõ.¸ó�ù ü�é ï êüìâïò t åßíáé Ýíáò åóù�åñéêüò êüìâïò �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò tÝ÷åé ðáéäéÜ t1, t2, . . . , tp, �ü�å ïñßæïõìå �ï áí�éðñïóùðåõ�éêü ãñÜöçìá G(t) (representative graph)ùò áêïëïýèùò:
◦ V (G(t)) = {t1, t2, . . . , tp}, and
◦ E(G(t)) = {titj | vivj ∈ E(G), vi ∈M(ti) êáé vj ∈M(tj)}.Óçìåéþíïõìå ü�é åî' ïñéóìïý �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò, åÜí ìéá êïñõöÞ �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò

M(ti) åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå ìéá Üëëç êïñõöÞ �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(tj) �ü�å êÜèå êïñõöÞ �çòáõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(ti) åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå êÜèå êïñõöÞ �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(tj). ¸�óé,�ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé éóüìïñöï ìå �ï ãñÜöçìá ðïõ åðÜãå�áé áðü Ýíá õðïóýíïëï �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(t) óõññéêíþíïí�áò óå ìéá êïñõöÞ êÜèå ìÝãéó�ç áõ�ï�åëÞ-õðïìïíÜäá �çò M(t) ó�ïäÝí�ñï T (G). �éá �ïõò P-, S-, êáé N-êüìâïõò, �ï áêüëïõèï ëÞììá éó÷ýåé (äåß�å åðßóçò [18, 40℄):ËÞììá 1.1. ¸ó�ù G Ýíá ãñÜöçìá, T (G) �ï md-äÝí�ñï �ïõ, êáé t Ýíáò åóù�åñéêüò êüìâïò �ïõ
T (G). Ôü�å,(M.i) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ÷ùñßò-áêìÝò ãñÜöçìá åÜí t åßíáé Ýíáò P-êüìâïò,(M.ii) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá åÜí t åßíáé Ýíáò S-êüìâïò, êáé(M.iii) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðñþ�ï ãñÜöçìá åÜí t åßíáé Ýíáò N-êüìâïò.7



Ôï md-äÝí�ñï T (G) åíüò ãñáöÞìá�ïò G êá�áóêåõÜæå�áé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò: ïé ðáñÜëëçëåòáõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò áðïóõí�ßèåí�áé ó�éò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò �ïõò (onneted omponents), ïéóåéñéáêÝò áõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò ó�éò ìç-óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò �ïõò (o-onneted omponents), êáéïé ãåé�ïíéêÝò áõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò ó�éò éó÷õñÝò áõ�ï�åëåßò-õðïìïíÜäåò �ïõò (strong submodules).Ç áðï�åëåóìá�éêÞ êá�áóêåõÞ �ïõ md-äÝí�ñïõ åíüò ãñáöÞìá�ïò Ý÷åé äå÷èåß ðïëý ìåãÜëç ðñïóï÷Þ.ÕðÜñ÷åé Ýíá ðëÞèïò áðü O(n4), O(n3), O(mn), êáé O(n2) áëãïñßèìïõò ãéá �çí åýñåóç �ïõ md-äÝí�ñïõ, üðùò åßíáé �ùí Buer êáé M�ohring [19℄, Golumbi [43℄, Habib êáé Maurer [45℄, MConnell[78℄, Muller êáé Spinrad [83℄, ìåñéêïß áðü �ïõò ïðïßïõò åßíáé ãéá óõãêåêñéìÝíåò Þ ãåíéêü�åñåòðåñéð�þóåéò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Áðü �ï 1994, åßíáé ðëÝïí ãíùó�ü ðùò ãéá ïðïéïäÞðï�å ãñÜöçìá
G �ï md-äÝí�ñï T (G) åßíáé ìïíáäéêü ùò ðñïò �ïí éóïìïñöéóìü êáé ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åßóå ãñáììéêü ÷ñüíï [30, 33, 79, 80℄. Óçìåéþíïõìå ü�é åÜí �ï äÝí�ñï T (G) äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíáåóù�åñéêü N -êüìâï, �ü�å �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ograph (P4-free ãñÜöçìá) êáé �ï äÝí�ñï T (G)åßíáé �ï áí�ßó�ïé÷ï otree (ïé P-êüìâïé êáé ïé S-êüìâïé �ïõ T (G) åßíáé áêñéâþò ïé 0-êüìâïé êáé1-êüìâïé, áí�ßó�ïé÷á, �ïõ otree).Ï Dahlhaus ó�çí åñãáóßá [31℄ ðñü�åéíå Ýíáí ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ãéá �çí m-áðïóýíèåóçåíüò ãñáöÞìá�ïò ðïõ �ñÝ÷åé óå O(log2 n) ÷ñüíï óå Ýíá CRCW-PRAM ìïí�Ýëï ìå Ýíá ãñáì-ìéêü áñéèìü åðåîåñãáó�þí, ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Ç ðñïóÝããéóç �ïõ Dahlhaus(1995) áíáð�ýóóåé áíáäñïìéêÜ �çí m-áðïóýíèåóç äýï åðáãüìåíùí õðïãñáöçìÜ�ùí (ðïõ ö�éÜ÷íï-í�áé áðü �éò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò êáé �éò ìç-óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò ùò ðñïò �ïõò ãåß�ïíåò êáé�ïõò áí�éãåß�ïíåò, áí�ßó�ïé÷á, ìéáò �õ÷áßáò êïñõöÞò �ïõ ãñáöÞìá�ïò) ïé ïðïßåò ó�çí óõíÝ÷åéáóõã÷ùíåýïí�áé Ý�óé þó�å íá äçìéïõñãÞóïõí �çí m-áðïóýíèåóç ïëüêëçñïõ �ïõ ãñáöÞìá�ïò. �éáðëçñü�ç�á, ðáñïõóéÜæïõìå �á áêüëïõèá äýï ëÞììá�á.ËÞììá 1.2 (Dahlhaus [31℄). ¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò. Ç m-áðïóýíèåóç�ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìðïñåß íá åðé�åõ÷èåß óå O(log2 n) ÷ñüíï ìå O(n + m) åðåîåñãáó�Ýò óå ÝíáCRCW-PRAM ìïí�Ýëï.ËÞììá 1.3 (Dahlhaus et al. [33℄). ¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò. Ç m-áðïóýíèåóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìðïñåß íá åðé�åõ÷èåß óå O(log3 n) ÷ñüíï ìå O(n+m) åðåîåñãáó�Ýòóå Ýíá EREW-PRAM ìïí�Ýëï.Ìå Ýíáí ðéï öïñìáëéó�éêü �ñüðï êáé áêïëïõèþí�áò �çí óçìåéïãñáößá �ùí Jamison êáé Olariuó�çí åñãáóßá [64℄, ïé åóù�åñéêïß êüìâïé �ïõ md-äÝí�ñïõ áí�éóïé÷ïýí óå �ñåéò ðñÜîåéò. ¸ó�ù
G1 = (V1, E1) êáé G2 = (V2, E2) äýï áíåîÜñ�ç�á ãñáöÞìá�á. Ôü�å:- G1©0 G2 := (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2)- G1©1 G2 := (V1 ∪ V2, E1 ∪ E2 ∪ {xy|x ∈ V1, y ∈ V2}).Óçìåéþíïõìå ü�é áõ�Ýò ïé äýï ðñÜîåéò áí�áíáêëïýí �éò ðñþ�åò äýï óõíèÞêåò �ïõ ËÞììá�ïò 1.1êáé åðßóçò �éò åðéãñáöÝò �ùí åóù�åñéêþí êüìâùí åíüò otree. Ôþñá ìðïñïýìå êáé íá ïñßóïõìå�çí ©3 -ðñÜîç ðïõ áí�áíáêëÜ ó�çí óõíèÞêç (iii) �ïõ ËÞììá�ïò 1.1. ÁíáöÝñïõìå ü�é ç åðéãñáöÞ�çò ðñÜîçò (©3 êáé ü÷é ©2 üðùò èá ðåñßìåíå êáíåßò) ãßíå�áé óýìöùíá ìå �çí ïìïãåíÞò áðïóýíèåóçðïõ èá äïýìå ó�çí óõíÝ÷åéá. ¸ó�ù H := ({h1, . . . , ht} ∪ V0, E0), Gi = (Vi, Ei), ãéá 1 ≤ i ≤ t,ìç-�å�ñéììÝíá �õ÷áßá ãñáöÞìá�á. Ôï ãñÜöçìá G = (V, E) ëÝãå�áé ü�é ðñïêýð�åé áðü �ï ãñÜöçìá
H ìå �çí ©3 -ðñÜîç åÜí- V =

⋃t
i=0 Vi- E =

⋃t
i=0 Ei ∪ (E0 ∩ V0) ∪ {ij|i ∈ Vi, j ∈ Vj êáé hihj ∈ E0} ∪ {vj|v ∈ V0, j ∈ Vj êáé vhj ∈

E0}. 8



Ìå Üëëá ëüãéá êÜèå êïñõöÞ hi �ïõ ãñáöÞìá�ïò H áí�éêáèßó�á�áé áðü �ï ãñÜöçìá Gi. Èõìßæïõìåü�é �ï ãñÜöçìá Gi äåí ìðïñåß íá áíáðáñéó�Ü ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ. ÅðéðëÝïí, ãéá íá åðé�ñÝøïõìåìéá ìïíáäéêÞ áí�éó�ñïöÞ ãéá �çí ©3 -ðñÜîç ðñÝðåé íá õðïèÝóïõìå ü�é êÜèå ãñÜöçìá Gi áðïèçêåýåé�çí åðéãñáöÞ �çò êïñõöÞò hi, ç ïðïßá ðñÝðåé íá áí�éêá�áó�áèåß.Õðåíèõìßæïõìå ü�é ìå áõ�ïýò �ïõò óõìâïëéóìïýò êÜèå ãñÜöçìá ìðïñåß íá áðïê�çèåß ìå ìïíá-äéêü �ñüðï, áðü �á ìÝãéó�á ðñþ�á õðïãñáöÞìá�á ìå ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá ðñÜîåùí ©0 , ©1êáé ©3 óýìöùíá ìå �çí m-áðïóýíèåóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. ¸�óé �ï md-äÝí�ñï T (G) êá�áóêåõÜ-æå�áé ïñßæïí�Üò �ï áðü �ïí ðñïöáíÞ �ñüðï, äçëáäÞ êÜèå åóù�åñéêüò êüìâïò �ïõ äÝí�ñïõ T (G)áí�éó�ïé÷åß óå ìéá áðü �éò �ñåéò ðñÜîåéò �ïõ ËÞììá�ïò 1.1 êáé �á öýëëá �ïõ äÝí�ñïõ T (G) åßíáéáêñéâþò ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G.1.3.2 h-ÁðïóýíèåóçÓ�çí åñãáóßá [64℄ ïé Jamison êáé Olariu åéóÞãáãáí êáé ìåëÝ�çóáí �çí Ýííïéá �çò p-óõíäåóéìü�ç�áò(p-onnetedness). Áõ�Þ ç éäÝá �ïõò ïäÞãçóå óå ìéá ãåíéêÞ äïìÞ ãéá �õ÷áßá ãñáöÞìá�á êáé óåÝíá ìïíáäéêü äÝí�ñï áíáðáñÜó�áóçò åðåê�åßíïí�áò �çí m-áðïóýíèåóç. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç�ï ãñÜöçìá G∗ áðïê�Ü�áé áðü �ï ãñÜöçìá G óõññéêíþíïí�áò êÜèå ìÝãéó�ï ïìïãåíÝò óýíïëïóå ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ êáé ïíïìÜæå�áé �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ãñÜöçìá (harateristi graph) �ïõãñáöÞìá�ïò G. �ñïöáíþò, �ï ãñÜöçìá G∗ åßíáé Ýíá ðñþ�ï ãñÜöçìá.¸íá ãñÜöçìá G = (V, E) åßíáé P4-óõíåê�éêü, Þ p-óõíåê�éêü (p-onneted) ãéá óõí�ïìßá, åÜíãéá êÜèå äéáìÝñéóç V1, V2 �ïõ óõíüëïõ êïñõöþí V ìå ìç-êåíÜ �á óýíïëá V1, V2, õðÜñ÷åé Ýíá
P4 �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìå êïñõöÝò ó�ï óýíïëï V1 êáé ó�ï óýíïëï V2, ðïõ êáëåß�áé �åìíüìåíï(rossing) P4. Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ü�é êÜèå ãñÜöçìá Ý÷åé ìéá ìïíáäéêÞ äéáìÝñéóç óåìÝãéó�á åðáãþìåíá p-óõíåê�éêÜ õðïãñáöÞìá�á, ðïõ ïíïìÜæïí�áé p-óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò, Þ p-óõíéó�þóåò ãéá óõí�ïìßá, êáé ó�éò êïñõöÝò ðïõ äåí áíÞêïõí óå êáíÝíá P4.Ìéá p-óõíéó�þóá H �ïõ G êáëåß�áé äéá÷ùñßóéìç (separable) åÜí Ý÷åé ìéá äéáìÝñéóç óå ìç-êåíÜ óýíïëá H1, H2 �Ý�ïéá þó�å êÜèå P4 ìå êïñõöÝò êáé ó�á äýï óýíïëá Ý÷åé �éò ìÝóåò êïñõöÝò(midpoints) ó�ï H1 êáé �á Üêñá �ïõ (endpoints) ó�ï H2. ¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé äé÷ï�ïìßóéìï(split graph) åÜí õðÜñ÷åé ìéá äéáìÝñéóç �ùí êïñõöþí �ïõ óå Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï (stable set)êáé óå Ýíá ðëÞñåò óýíïëï (omplete set). Óçìåéþíïõìå ü�é áõ�Þ ç äéáìÝñéóç äåí åßíáé ìïíáäéêÞ.Ç ó÷Ýóç ìå�áîý åíüò p-óõíåê�éêïý ãñÜöçìá�ïò êáé �ïõ äé÷ï�ïìßóéìïõ ãñáöÞìá�ïò öáßíå�áé áðü�ï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá.Èåþñçìá 1.4 (Jamison & Olariu [64℄). Ìéá p-óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá H åßíáé äéá÷ùñßóéìç åÜíêáé ìüíï åÜí �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ãñÜöçìá �çò p-óõíåê�éêÞò óõíéó�þóáò H åßíáé Ýíá äé÷ï�ïìßóéìïãñÜöçìá.Ç åéóáãùãÞ êáé ç ìåëÝ�ç �ùí äéá÷ùñßóéìùí p-óõíåê�éêþí ãñáöçìÜ�ùí äéêáéþíå�áé áðü �ï ðáñá-êÜ�ù ãåíéêü èåþñçìá ãéá �õ÷áßá ãñáöÞìá�á.Èåþñçìá 1.5 (Äïìéêü Èåþñçìá [64℄). �éá Ýíá ïðïéïäÞðï�å ãñÜöçìá G, áêñéâþò ìéá áðü �éòðáñáêÜ�ù óõíèÞêåò éêáíïðïéåß�áé:(H.i) �ï ãñÜöçìá G åßíáé óõíäåäåìÝíï,(H.ii) �ï ãñÜöçìá G åßíáé óõíäåäåìÝíï,(H.iii) �ï ãñÜöçìá G åßíáé p-óõíåê�éêü,(H.iv) õðÜñ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ êá�Üëëçëç äéá÷ùñßóéìç p-óõíéó�þóá H �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìå ìéáäéáìÝñéóç (H1, H2) �Ý�ïéá þó�å êÜèå êïñõöÞ åê�üò �çò p-óõíéó�þóáò H åßíáé ãåé�ïíéêÞìå üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ H1 êáé ìç-ãåé�ïíéêÞ ìå üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ H2.9



Âáóéæüìåíïé óå áõ�ü �ï èåþñçìá, ïé Jamison êáé Olariu üñéóáí �çí ðñù�üãïíç áðïóýíèåóç (primevaldeomposition), ðïõ ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß áðü Ýíá ðñù�üãïíï äÝí�ñï (primeval tree) êáé íá ïäç-ãÞóåé óå áðï�åëåóìá�éêïýò áëãïñßèìïõò ãéá ìéá ðïéêéëßá ðñïâëçìÜ�ùí åÜí ïé p-óõíåê�éêÝò óõíé-ó�þóåò åßíáé éêáíïðïéç�éêÜ áðëÝò. �éá áõ�üí �ïí óêïðü üñéóáí ó�çí åñãáóßá [64℄ �çí áêüëïõèçðñÜîç ðïõ áí�áíáêëÜ ó�çí óõíèÞêç (H.iv) �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 1.4.¸ó�ù G1 = (V1, E1) êáé G2 = (V2, E2) äýï ãñáöÞìá�á ìå V1

⋂
V2 = ∅ �Ý�ïéá þó�å �ï ãñÜöçìá

G1 åßíáé äéá÷ùñßóéìï ìå äéáìÝñéóç V 1
1 , V 2

1 êáé êÜèå P4 Ý÷åé �éò ìÝóåò êïñõöÝò ó�ï V 1
1 . Ôï ãñÜöçìáìå óýíïëï êïñõöþí V1∪V2 êáé óýíïëï áêìþí E1∪E2∪{xy|x ∈ V 1

1 , y ∈ V2} ïñßæå�áé ùò G1©2 G2.¼ðùò áíáöÝñå�áé ó�çí åñãáóßá [64℄, êÜèå ãñÜöçìá ìðïñåß íá áðïê�çèåß ìå ìïíáäéêü �ñüðïáðü �éò p-óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò êáé �éò êïñõöÝò ðïõ äåí áíÞêïõí óå êáíÝíá P4 áðü ìéá ðåðå-ñáóìÝíç áêïëïõèßá áðü ðñÜîåéò ©0 ,©1 êáé ©2 . ÅðéðëÝïí �ï Èåþñçìá 1.4 áíáäåéêíýåé Ýíá äÝí�ñïðïõ óõó÷å�ßæå�áé ìå �ï ó÷Þìá áðïóýíèåóçò ðïõ ïíïìÜæå�áé ðñù�üãïíï äÝí�ñï (primeval tree). Ïéåóù�åñéêïß êüìâïé �ïõ äÝí�ñïõ Ý÷ïõí åðéãñáöÝò �éò áêÝñáéåò �éìÝò i ∈ {0, 1, 2} ðïõ áí�éó�ïé÷ïýíó�éò ©i ðñÜîåéò ðÜíù óå ãñáöÞìá�á ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �á ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ. Ôá öýëëá �ïõäÝí�ñïõ åßíáé áêñéâþò ïé p-óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò �ïõ õðü ìåëÝ�ç ãñáöÞìá�ïò.Ôï åðüìåíï âÞìá åßíáé �ï áðï�Ýëåóìá �çò ðñÜîçò ©3 ðÜíù óå üëåò �éò p-óõíéó�þóåò �çòðñù�üãïíçò áðïóýíèåóçò. Áõ�ü �ï ìÝóï áðï�Ýëåóìá ïíïìÜæå�áé ìåóáéùíéêÞ áðïóýíèåóç (me-dieval deomposition) êáé îáíÜ êÜèå ãñÜöçìá ìðïñåß íá áðïê�çèåß áðü �éò ÷áñáê�çñéó�éêÝò p-óõíéó�þóåò êáé �éò áóèåíÞò êïñõöÝò (weak verties), äçëáäÞ �éò êïñõöÝò ðïõ äåí áíÞêïõí óåêáìßá p-óõíéó�þóá, áðü ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá áðü ðñÜîåéò ©0 ,©1 , ©2 êáé ©3 . ÔåëéêÜ, ç ïìï-ãåíÞò áðïóýíèåóç Þ h-áðïóýíèåóç (homogeneous deomposition) ðå�õ÷áßíå�áé áðü �ïí ïñéóìü �çò
©4 -ðñÜîçò ðïõ åöáñìüæå�áé óå üëåò �éò ÷áñáê�çñéó�éêÝò p-óõíéó�þóåò ðïõ åßíáé äé÷ù�ïìßóéìá ãñá-öÞìá�á êá�áóêåõÜæïí�áò �çí áíáðáñÜó�áóç êëéêþí (lique representation-tree) �çò óõíéó�þóáòèåùñþí�áò �çí ùò �ñéãùíéêü ãñÜöçìá (hordal graph)[64℄.Óçìåéþó�å ü�é ÷ùñßæïí�áò �ï ãñÜöçìá óå p-óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò êáé ç êá�áóêåõÞ �çò h-áðïóýíèåóçò ìðïñåß íá åð�åõ÷èåß áêïëïõèéáêÜ óå ãñáììéêü ÷ñüíï ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ ãñá-öÞìá�ïò [7℄. �éá íá áðïê�Þóåé �éò p-óõíéó�þóåò åíüò ãñáöÞìá�ïò, áõ�üò ï áëãüñéèìïò åêìå�áë-ëåýå�áé �ï áêüëïõèï ëÞììá.ËÞììá 1.4 (Baumman [7℄). ¸íá ãñÜöçìá G áðïóõí�ßèåí�áé áðü �çí ðñÜîç ©2 åÜí êáé ìüíïåÜí �ï ãñÜöçìá G∗ åßíáé äé÷ï�ïìßóéìï ãñÜöçìá ìå ðáñáðÜíù áðü ìéá äéáìåñßóåéò óå áíåîÜñ�ç�ïêáé ðëÞñåò óýíïëï.�ñïóÝî�å ü�é ó�ç ðåñßð�ùóç ðïõ �ï ãñÜöçìá G∗ åßíáé Ýíá äé÷ï�ïìßóéìï ãñÜöçìá ìå ìïíáäéêÞäéáìÝñéóç óå áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï êáé ðëÞñåò óýíïëï �ü�å êá�áóêåõÜæå�áé áðü �çí ðñÜîç ©4 . Åðï-ìÝíùò, ìå áõ�Þ �çí ðñÜîç �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá åßíáé áëçèÝò.�áñá�Þñçóç 1.1. ¸íá ãñÜöçìá G áðïóõí�ßèåí�áé áðü �çí ðñÜîç©4 åÜí êáé ìüíï åÜí �ï ãñÜöçìá
G∗ åßíáé äé÷ï�ïìßóéìï ãñÜöçìá ìå ìïíáäéêÞ äéáìÝñéóç óå áíåîÜñ�ç�ï êáé ðëÞñåò óýíïëï.Åî' ïñéóìïý �ï ÷áñáê�çñéó�éêü ãñÜöçìá G∗ åßíáé ðñþ�ï ãñÜöçìá. ¸�óé äïèÝí�ïò �ïõ md-äÝí�ñïõ
T (G) êáé âáóéæüìåíïé óå ãíùó�Ýò äïìéêÝò éäéü�ç�åò �ùí äé÷ï�ïìßóéìùí ãñáöçìÜ�ùí, Ýðå�áé çáðï�åëåóìá�éêÞ êá�áóêåõÞ �çò h-áðïóýíèåóçò �ïõ, ùò ðñïò åéóáãùãÞ, ãñáöÞìá�ïò.1.4 m-Áðïóýíèåóç óå ÊëÜóåéò �ñáöçìÜ�ùíÓå ãåíéêÝò ãñáììÝò, êÜíïí�áò ÷ñÞóç �çò m-áðïóýíèåóçò ãéá �çí åðßëõóç åíüò áëãïñéèìéêïý ðñï-âëÞìá�ïò ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß áñêå�Ü åíäéáöÝñïí. ¸íáò �õðéêüò (äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå) áëãüñéè-ìïò ðïõ åñåõíÜ �çí m-áðïóýíèåóç Ý÷åé óõ÷íÜ �çí áêüëïõèç äïìÞ: ðñþ�á, ï áëãüñéèìïò êá�á-óêåõÜæåé �ï md-äÝí�ñï T (G) �ïõ äïèÝí�ïò ãñáöÞìá�ïò G ÷ñçóéìïðïéþí�áò Ýíáí áðü �ïõò ãíù-ó�ïýò ãñáììéêïýò áëãüñéèìïõò [30, 33, 79℄. ó�ç óõíÝ÷åéá, ìå Ýíáí áðü êÜ�ù ðñïò �á ðÜíù �ñüðï10



(q, q − 4) brittle
P4-tidy (8,4) split-perfet

P4-extendible (7,3) extended
P4-sparse P4-laden superbrittle

P4-litetree-ographs P4-extend.-C5-free (6,2) extended
P4-reduible P4-sparse(5,1) splitforests P4-reduibletrees ographs (P4-free)(4,0) spiderÓ÷Þìá 1.2: Óõó÷Ý�éóç ìå�áîý êëÜóåùí ãñáöçìÜ�ùí (Hasse diagram).ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé ãéá êÜèå êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ T (G) �çí âÝë�éó�ç �éìÞ ãéá �ï õðïãñÜ-öçìá G[M(t)] �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðïõ åðÜãå�áé áðü �ï óýíïëï üëùí �ùí öýëëùí �ïõ õðïäÝí�ñïõ�ïõ äÝí�ñïõ T (G) ìå ñéæùìÝíï �ïí êüìâï t. ¸�óé ï õðïëïãéóìüò îåêéíÜåé áðü �çí áíÜèåóç �ùíâÝë�éó�ùí �éìþí ó�á öýëëá. Ìå�Ü, ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé �çí âÝë�éó�ç �éìÞ ãéá êÜèå åóù�åñé-êü êüìâï t ÷çóéìïðïéþí�áò �éò âÝë�éó�åò �éìÝò áðü üëá �á ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ t êáé ìå âÜóç �çíåðéãñáöÞ (Þ �ïí �ýðï) �ïõ êüìâïõ. ÔåëéêÜ, ç âÝë�éó�ç �éìÞ �çò ñßæáò �ïõ äÝí�ñïõ T (G) åßíáé êáéç âÝë�éó�ç �éìÞ ãéá �ï ðñüâëçìá �ïõ äïèÝí�ïò ãñáöÞìá�ïò G.Ìå áõ�üí �ïí �ñüðï, ãéá íá êáèïñßóïõìå Ýíáí �Ý�ïéïõ åßäïõò áëãüñéèìï, âáóéóìÝíïõ ó�çí m-áðïóýíèåóç (modular deomposition based algorithm), ðñÝðåé ìüíï íá ðåñéãñÜøïõìå �ïí �ñüðïðïõ êáèïñßæïõìå �éò �éìÝò ó�á öýëëá êáé ðïéïí �ýðï åöáñìüæïõìå Þ ðïéï õðïðñüâëçìá åðéëýïõ-ìå ó�ïõò P-êüìâïõò, S-êüìâïõò, êáé N-êüìâïõò ÷ñçóéìïðïéþí�áò ùò åßóïäï �éò �éìÝò üëùí �ùíðáéäéþí �ïõò (ãéá ðåñéóóü�åñåò ëåð�ïìÝñåéåò äåß�å [18℄). Ó�ç óõãêåêñéìÝíç åñãáóßá, êÜíïõìå ÷ñÞ-óç åíüò âáóéóìÝíïõ ó�çí m-áðïóýíèåóç áëãüñéèìï ãéá íá åðéëýóïõìå ðñïâëÞìá�á áðáñßèìçóçò,âåë�éó�ïðïßçóçò êáé áíáãíþñéóçò óå óõãêåêñéìÝíåò êëÜóåéò ãñáöÞìá�ùí.1.4.1 Óõìðëçñùìá�éêÜ-ðáñáãüìåíá �ñáöÞìá�á¸íá ãñÜöçìá G ïíïìÜæå�áé óõìðëçñùìá�éêÜ-ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá (Þ ograph Þ P4-free ãñÜöçìá)åÜí êáíÝíá óýíïëï êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G åðÜãåé Ýíá P4. Ôá ãñáöÞìá�á ographs åðéäÝ÷ï-í�áé ìéá äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç ìïíáäéêÞ ùò ðñïò �ïí éóïìïñöéóìü, ðïõ ïíïìÜæå�áé otree êáéóõìâïëßæå�áé ìå Tco(G).¼ðùò åßíáé ãíùó�ü, ï Lerhs áðÝäåéîå ü�é �á ographs áðï�åëïýí �çí ïéêïãÝíåéá �ùí ãñá-öçìÜ�ùí ðïõ êá�áóêåõÜæïí�áé áðü ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ õðü �çí êëåéó�ü�ç�á �ùí ðñÜîåùí �çòÝíùóçò êáé �ïõ óõìðëçñþìá�ïò. Áõ�Ýò ïé ðñÜîåéò ïñßæïõí ìïíáäéêÜ ìéá äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç11



ðïõ áíáöÝñå�áé ùò otree. Ôï äÝí�ñï otree �ïõ ograph ãñáöÞìá�ïò G, ìå óõìâïëéóìü Tco(G),åßíáé Ýíá ñéæùìÝíï äÝí�ñï, �Ý�ïéï þó�å:(i) êÜèå åóù�åñéêüò êüìâïò, åê�üò ðéèáíÜ �çò ñßæáò, Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï ðáéäéÜ.(ii) ïé åóù�åñéêïß êüìâïé Ý÷ïõí åðéãñáöÝò åß�å 0 (0-êüìâïé) Þ 1 (1-êüìâïé). �á ðáéäéÜ, ðïõ åßíáéåóù�åñéêïß êüìâïé, åíüò 1-êüìâïõ (0-êüìâïõ áí�ßó�.) åßíáé 0-êüìâïé (1-êüìâïé áí�éó�.),äçëáäÞ ïé 1-êüìâïé êáé 0-êüìïé åíáëëÜóóïí�áé ìå�áîý �ïõò óå êÜèå ìïíïðÜ�é áðü �çí ñßæáìÝ÷ñé ïðïéïíäÞðï�å êüìâï �ïõ otree.(iii) �á öýëëá �ïõ otree Ý÷ïõí ìéá-ðñïò-ìéá áí�éó�ïé÷ßá ìå �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, êáéäýï êïñõöÝò vi, vj åßíáé ãåé�ïíéêÝò ó�ï ãñÜöçìá G åÜí êáé ìüíï åÜí ï åëÜ÷éó�ïò êïéíüòðñïêÜ�ï÷ïò �ùí öýëëùí ðïõ áí�éóïé÷ïýí ó�éò êïñõöÝò vi êáé vj åßíáé Ýíáò 1-êüìâïò.Ï ïñéóìüò �ïõ Lerhs áðáé�åß ü�é ç ñßæá åíüò otree ðñÝðåé íá åßíáé Ýíáò 1-êüìâïò. ðáñ' üëá áõ�Ü,åÜí ðáñáëåßøïõìå áõ�üí �ïí ðåñéïñéóìü êáé åðé�ñÝøïõìå ç ñßæá íá åßíáé åðßóçò êáé Ýíáò 0-êüìâïò,�ü�å ðáßñíïõìå otrees ó�á ïðïßá üëïé ïé åóù�åñéêïß êüìâïé Ý÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí äýï ðáéäéÜ, êáéó�á ïðïßá ç ñßæá åßíáé Ýíáò 1-êüìâïò åÜí êáé ìüíï åÜí �ï áí�ßó�ïé÷ï ograph åßíáé óõíäåäåìÝíï.1.4.2 P4-sparse �ñáöÞìá�áÇ êëÜóç �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí åß÷å åéóá÷èåß ó�çí äéäáê�ïñéêÞ äéá�ñéâÞ �ïõ Ho�ang [52℄ ùò çêëÜóç �ùí ãñáöçìÜ�ùí ãéá �çí ïðïßá êÜèå óýíïëï ðÝí�å êïñõöþí åðÜãåé �ï ðïëý Ýíá P4 (äçëáäÞÝíá Ü÷ïñäï ìïíïðÜ�é ìÞêïõò �Ýóóåñá).ÅÜí äýï êïñõöÝò x êáé y åßíáé ãåé�ïíéêÝò óå Ýíá ãñÜöçìá G, èá ëÝìå ü�é ç êïñõöÞ x âëÝðåé(sees) �çí êïñõöÞ y. åéäÜëëùò èá ëÝìå ü�é ç êïñõöÞ x ÷Üíåé (misses) �çí êïñõöÞ y. Åðåê�åßíïõìåáõ�Þí �çí Ýííïéá óå óýíïëá êïñõöþí: �ï óýíïëï êïñõöþí Vi ⊆ V (G) âëÝðåé (÷Üíåé) �ï óýíïëïêïñõöþí Vj ⊆ V (G) åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèå êïñõöÞ x ∈ Vi âëÝðåé (÷Üíåé) êÜèå êïñõöÞ y ∈ Vj .¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé áñá÷íïåéäÝò (spider) åÜí �ï óýíïëï êïñõöþí �ïõ åðé�ñÝðåé ìéáäéáìÝñéóç ó�á óýíïëá S, K, êáé R �Ý�ïéá þó�å:(S1) |S| = |K| ≥ 2, �ï óýíïëï S åßíáé Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï (independent set), êáé �ï óýíïëï
K åßíáé ìéá êëßêá (lique).(S2) �ï óýíïëï êïñõöþí R âëÝðåé �ï óýíïëï K êáé ÷Üíåé �ï óýíïëï S.(S3) õðÜñ÷åé ìéá áí�éó�ïß÷éóç f : S −→ K �Ý�ïéá þó�å áêñéâþò ìéá áðü �éò áêüëïõèåò äçëþóåéòéó÷ýåé:(i) ãéá êÜèå êïñõöÞ v ∈ S, N(v) ∩K = {f(v)}.(ii) ãéá êÜèå êïñõöÞ v ∈ S, N(v) ∩K = K − {f(v)}.Ôï �ñéìåñÞò óýíïëï (S, K, R) ïíïìÜæå�áé äéáìÝñéóç �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò (spider parti-tion). ¸íá ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá (prime spider) åÜí �ï ãñÜöçìá Gåßíáé Ýíá áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç êïñõöþí (S, K, R) êáé �ï óýíïëï |R| ≤ 1. �éá �áðñþ�á áñá÷íïåéäÞ ãñáöÞìá�á, ìå óêïðü �çí äéá÷þñéóç �ùí ðåñéð�þóåùí (i) êáé (ii) ó�çí óõíèÞêçS3, áíáöåñüìáó�å óå áõ�Ü ùò áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá (thin spider) êáé ùò ðõêíü áñá÷íïåéäÝòãñÜöçìá (thik spider), áí�ßó�ïé÷á. Óçìåéþó�å ü�é, �ï óõìðëÞñùìá åíüò áñáéïý áñá÷íïåéäïýòãñáöÞìá�ïò åßíáé Ýíá ðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá êáé áí�ßó�ñïöá.Åñåõíþí�áò �éò äïìéêÝò éäéü�ç�åò �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí êáé �ùí áñá÷íïåéäþí ãñáöçìÜ�ùí,ïé Giakoumakis êáé Vanherpe [40℄ Ýäåéîáí ü�é: 12



ËÞììá 1.5. ¸ó�ù G Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýó�ù T (G) �ï md-äÝí�ñï �ïõ. Ôï ãñÜöçìá G åßíáé
P4-sparse åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå Í-êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ T (G), �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíááñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R) êáé êáìßá êïñõöÞ �ïõ óõíüëïõ S ∪ K äåí åßíáéåóù�åñéêüò êüìâïò ó�ï äÝí�ñï T (G).Âáóéæüìåíïé ó�ï ðñïçãïýìåíï áðï�Ýëåóìá, ðñï�Üèçêå Ýíáò ãñáììéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìïò áíá-ãíþñéóçò êáé ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò åðéëýèçêáí óå ãñáììéêü ÷ñüíï, üðùò åßíáé �ïìÝãéó�ï ìÝãåèïò êëßêáò (maximum size lique), �ï ìÝãéó�ï ìÝãåèïò áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ (maxi-mum size stable set), ï ÷ñùìá�éóìüò (minimum oloring), ç åëÜ÷éó�ç êëßêá åðéêÜëõøçò (minimumlique over), êáé ç åëÜ÷éó�ç �ñéãùíïðïßçóç (åëÜ÷éó�ï ðëÞèïò áêìþí ðïõ ðñÝðåé íá ðñïó�åèåß ó�ïãñÜöçìá G Ý�óé þó�å �ï ãñÜöçìá G íá ãßíåé �ñéãùíéêü { minimum �ll-in), ãéá �çí êëÜóç �ùí
P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí (äåß�å [40, 61, 63℄).1.4.3 P4-tidy �ñáöÞìá�áÇ Rusu åéóÞãáãå �çí êëÜóç áõ�Þ, üðùò öáßíå�áé ó�çí åñãáóßá [39℄, ìå óêïðü íá åñìçíåýóåé(äéåõêñéíßóåé) �çí Ýííïéá �ïõ P4-domination óå �Ýëåéá ãñáöÞìá�á. ¸íá ãñÜöçìá G ïíïìÜæå�áé
P4-tidy åÜí ãéá êÜèå åðáãþìåíï P4, Ýó�ù A, �ï ðïëý ìéá êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï V \ A åðÜãåéÝíá P4 ìáæß ìå �ñåéò êïñõöÝò áðü �ï A. Ôá C5-free P4-tidy ãñáöÞìá�á, åðßóçò ãíùó�Ü ùò P4-liteãñáöÞìá�á, åßíáé �Ýëåéá, áöïý åßíáé áóèåíþò �ñéãùíéêÜ ãñáöÞìá�á (weakly triangulated graphs)[39℄. Ç âáóéêÞ äïìéêÞ éäéü�ç�á �ùí P4-tidy ãñáöçìÜ�ùí öáßíå�áé áðü �ï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá.Èåþñçìá 1.6 (Giakoumakis et al. [39℄). ¸ó�ù G Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýó�ù T (G) �ï md-äÝí�ñï�ïõ. To ãñÜöçìá G åßíáé P4-tidy åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå N-êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ T (G), åß�å(i) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R) êáé �ï ðïëýìéá êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï S ∪K åßíáé Ýíáò åóù�åñéêüò êüìâïò ó� äÝí�ñï T (G), åß�å(ii) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá P5 êáé êáìßá êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò P5 äåí åßíáé åóù�åñéêÞêïñõöÞ ó�ï äÝí�ñï T (G), åß�å(iii) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá P5 êáé êáìßá êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò P5 äåí åßíáé åóù�åñéêÞêïñõöÞ ó�ï äÝí�ñï T (G), åß�å(iv) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá C5 êáé êáìßá êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò C5 äåí åßíáé åóù�åñéêÞêïñõöÞ ó�ï äÝí�ñï T (G).¸íáò ãñáììéêüò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò ãéá áõ�Þ �çí êëÜóç Ý÷åé ðáñïõóéáó�åß ó�çí åñãáóßá[39℄. Åðßóçò �á ðñïâëÞìá�á �ïõ áñéèìïý êëßêáò (lique number), �ïõ åõó�áèÞ áñéèìïý (stabilitynumber), �ïõ ÷ñùìá�éêïý áñéèìïý (hromati number), �ïõ áñéèìïý åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá(path over number) êáé �ïõ Hamiltonian ìïíïðá�éïý Ý÷ïõí åðéëõèåß óå ãñáììéêü ÷ñüíï. �éïóõãêåêñéìÝíá, ãéá Ýíá P4-tidy ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò �á ðáñáðÜíù ðñïâëÞìá�áåðéëýïí�áé óå O(n + m) ÷ñüíï, åíþ äïèÝí�ïò �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) ïé óõãêåêñéìÝíïé áëãüñéèìïé�ñÝ÷ïõí óå O(n) ÷ñüíï [39℄. Åðßóçò, �ï ðñüâëçìá �ïõ ìÝãéó�ïõ �áéñéÜóìá�ïò2 (maximum math-ing), äïèÝí�ïò �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) åðéëýå�áé óå O(n) ÷ñüíï [36℄, åíþ óå ðáñÜëëçëï ðåñéâÜëëïí�ï ßäéï ðñüâëçìá åðéëýå�áé óå O(log n) ÷ñüíï ÷ñçóéìïðïéþí�áò O(n/ log n) EREW åðåîåñãáó�Ýò[97℄.2Ôáßñéáóìá M åíüò ãñáöÞìá�ïò G åßíáé Ýíá õðïóýíïëï �ùí áêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G �Ý�ïéï þó�å íá ìçíõðÜñ÷ïõí äýï áêìÝò ó�ï óýíïëï M ìå êïéíÞ êïñõöÞ. Ôï ìÝãéó�ï �áßñéáóìá åßíáé ç åýñåóç åíüò �áéñéÜóìá�ïò Mó�ï ãñÜöçìá G ìå ìÝãéó�ç ðëçèéêü�ç�á. 13



1.4.4 (q, q − 4) �ñáöÞìá�áÏé Babel êáé Olariu ó�çí åñãáóßá [5℄ ðñü�åéíáí �çí ãåíéêÞ áí�ßëçøç �ùí (q, t) ãñáöçìÜ�ùí. ÓåÝíá �Ý�ïéï ãñÜöçìá êáíÝíá óýíïëï ìå �ï ðïëý q êïñõöÝò ðåñéÝ÷åé ðáñáðÜíù áðü t äéáöïñå�éêÜ P4.Ç åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �Ý�ïéùí ãñáöçìÜ�ùí, ðïõ óõìâïëßæïí�áé ùò (q, q − 4) ãñáöÞìá�á åðéäÝ÷ïí�áéóçìáí�éêÝò äïìéêÝò éäéü�ç�åò üðùò öáßíå�áé ó�çí åñãáóßá [4℄. Óçìåéþíïõìå ü�é, �á (q, q − 4)ãñáöÞìá�á åßíáé brittle ãñáöÞìá�á ãéá q ≤ 8 [5℄ (ï Chv�atal üñéóå Ýíá ãñÜöçìá G íá ëÝãå�áé brittleåÜí êÜèå åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá H �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðåñéÝ÷åé ìéá êïñõöÞ ðïõ äåí åßíáé ìÝóç-êïñõöÞ óå êáíÝíá P4 áëëÜ ïý�å êáé Üêñï óå êáíÝíá P4). ¼ðùò ðñïêýð�åé åî' ïñéóìïý �á ographsåßíáé áêñéâþò �á (4, 0) ãñáöÞìá�á êáé �á P4-sparse ãñáöÞìá�á åìðßð�ïõí ìå �á (5, 1) ãñáöÞìá�á.Åðßóçò, �á ëåãüìåíá C5-free P4-extendible ãñáöÞìá�á åßíáé áêñéâþò �á (6, 2) ãñáöÞìá�á.Ôï âáóéêü ÷áñáê�çñéó�éêü ó�ïé÷åßï �ùí (q, q − 4) ãñáöçìÜ�ùí åßíáé ü�é åðéäÝ÷ïí�áé ìéá ìï-íáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç [5℄. Ó�ç äéêÞ ìáò óçìåéïëïãßá ç äïìÞ �ùí (q, q − 4) ãñáöçìÜ�ùíìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ùò áêïëïýèùò.Èåþñçìá 1.7 (Babel êáé Olariu [5℄). ¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G ðïõ åßíáé (q, q−4) ãñÜöçìá. Ôü�å,êÜèå ðñþ�ï ãñÜöçìá ó�çí m-áðïóýíèåóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáé åß�å Ýíá ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝòãñÜöçìá, Þ Ýíá ãñÜöçìá ìå ëéãü�åñåò áðü q êïñõöÝò.Âáóéæüìåíïé ó�ï ðñïçãïýìåíï áðï�Ýëåóìá, ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò êáé êõñéáñ÷ßáò(domination problems) (üðùò åßíáé ç �Üîç �ùí êïñõöþí (vertex ranking)3, ç åðéêÜëõøç ìå ìïíï-ðÜ�éá (path over), ç ëßó�á ÷ñùìÜ�ùí (list oloring)4 ê�ë.) ìðïñïýí íá åðéëõèïýí óå ãñáììéêü÷ñüíï ãéá �çí êëÜóç �ùí (q, q − 4) ãñáöçìÜ�ùí ãéá ðñïêáèïñéóìÝíç �éìÞ q [4℄.1.4.5 Split-perfet �ñáöÞìá�áÇ êëÜóç �ùí split-perfet ãñáöçìÜ�ùí Ý÷åé åéóá÷èåß áðü �ïõò Brandst�adt êáé Le ó�çí åñãáóßá [16℄.Äýï ãñáöÞìá�á G êáé H ìå �ï ßäéï óýíïëï êïñõöþí ïíïìÜæïí�áé P4-éóüìïñöá(P4-isomorphi) åÜíêÜèå �Ýóóåñéò êïñõöÝò {a, b, c, d} ⊆ V åðÜãïõí Ýíá P4 ó�ï ãñÜöçìá G åÜí êáé ìüíï åÜí åðÜãïõíÝíá P4 ó�ï H . ¸íá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé split-perfet ãñÜöçìá åÜí åßíáé P4-éóüìïñöï ìå Ýíáäé÷ï�ïìßóéìï ãñÜöçìá (split graph). Óçìåéþíïõìå ü�é Ýíá äé÷ï�ïìßóéìï ãñÜöçìá �ï óõìâïëßæïõìåìå G = (Q, S, E), üðïõ �ï óýíïëï Q ðåñéÝ÷åé �çò êïñõöÝò �çò êëßêáò, �ï óýíïëï S ðåñéÝ÷åé �çòêïñõöÝò �ïõ áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ êáé �ï óýíïëï E ðåñéÝ÷åé üëåò �éò áêìÝò �ïõ G.Áêïëïõèþí�áò �çí óçìåéïëïãßá �ùí Brandst�adt êáé Le, Ýíá ãñÜöçìá ïíïìÜæå�áé double-split ãñÜöçìá åÜí ìðïñåß íá áðïê�çèåß áðü äýï ìç-êïéíÜ (ðéèáíÜ êåíÜ) äé÷ï�ïìßóéìá ãñáöÞìá�á
GL = (QL, SL, EL), GR = (QR, SR, ER) êáé Ýíá åðáãþìåíï ìïíïðÜ�é P = P [xL, xR], ðéèáíÜêåíü, ðñïóèÝ�ïí�áò üëåò �éò áêìÝò ìå�áîý �çò êïñõöÞò xL êáé �ùí êïñõöþí �ïõ óõíüëïõ QLêáé üëåò �éò áêìÝò ìå�áîý �çò êïñõöÞò xR êáé �ùí êïñõöþí �ïõ óõíüëïõ QR. Ç êëÜóç �ùídouble-split ãñáöçìÜ�ùí ãåíéêåýïõí �á äé÷ï�ïìßóéìá ãñáöÞìá�á êáé Ý÷ïõí ðñù�áñ÷éêü ñüëï ó�ïí÷áñáê�çñéóìü �ùí split-perfet ãñáöçìÜ�ùí.Óçìåéþíïõìå ü�é êÜèå äé÷ï�ïìßóéìï ãñÜöçìá åßíáé Ýíá double-split ãñÜöçìá áëëÜ �ï áí�ß-ó�ñïöï äåí éó÷ýåé. Ó�çí åñãáóßá [16℄ Ý÷åé äïèåß Ýíáò ãñáììéêüò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò ãéá3¸ó�ù G Ýíá ãñÜöçìá êáé t Ýíáò áêÝñáéïò. Ç t-�Üîç �ùí êïñõöþí åßíáé ìéá áñßèìçóç �ùí êïñõöþí c : V →

{1, . . . , t} �Ý�ïéá þó�å êÜèå æåýãïò êïñõöþí x êáé y ìå c(x) = c(y) êáé ãéá êÜèå ìïíïðÜ�é ìå�áîý �ùí êïñõöþí
x êáé y, õðÜñ÷åé ìéá êïñõöÞ z ó�ï ìïíïðÜ�é ìå c(z) > c(x). Ôï ðñüâëçìá �çò �Üîçò �ùí êïñõöþí åßíáé ç åýñåóç�çò ìéêñü�åñçò �éìÞò t ãéá �çí ïðïßá �ï ãñÜöçìá G åðéäÝ÷å�áé t-�Üîç �ùí êïñõöþí. Óçìåéþíïõìå ü�é ç �Üîç �ùíêïñõöþí åßíáé Ýíáò êá�Üëëçëïò ÷ñùìá�éóìüò �ïõ ãñáöÞìá�ïò.4ÄïèÝí�ïò åíüò ãñáöÞìá�ïò G êáé ãéá êÜèå êïñõöÞ �ïõ v, ìéá ëßó�á L(v) áðü åðéèõìç�Ü ÷ñþìá�á ãéá �çíóõãêåêñéìÝíç êïñõöÞ, �ü�å �ï ãñÜöçìá G êáëåß�áé ÷ñùìá�ßóéìï áðü ëßó�á åÜí ó�éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò
G ìðïñïýìå íá áíáèÝóïõìå ÷ñþìá�á áðü �ç ëßó�á �ïõò Ý�óé þó�å ïé ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò íá ðÜñïõí äéáöïñå�éêÜ÷ñþìá�á. 14



�á double-split ãñáöÞìá�á êáé ãéá �á óõìðëçñþìá�Ü �ïõò. Áõ�ü ïäÞãçóå ó�çí áíáãíþñéóç �ùísplit-perfet ãñáöçìÜ�ùí êáèþò âáóßæå�áé ó�ï åðüìåíï (äïìéêü) èåþñçìá ðïõ ÷áñáê�çñßæåé �çíêëÜóç áõ�Þ.Èåþñçìá 1.8 (Èåþñçìá 5.2 [16℄). ¸íá ãñÜöçìá G åßíáé split-perfet åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèåìéá áðü �çò p-óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò H �ïõ ãñáöÞìá�ïò G Ý÷åé �éò áêüëïõèåò éäéü�ç�åò: (i) êÜèåïìïãåíÝò óýíïëï (homogeneous set) ó�çí óõíéó�þóá H åðÜãåé Ýíá P4-free ãñÜöçìá, êáé (ii) �ï÷áñáê�çñéó�éêü ãñÜöçìá H∗ åßíáé Ýíá double-split ãñÜöçìá Þ �ï óõìðëÞñùìá åíüò double-splitãñáöÞìá�ïò.Äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé êáíåßò ü�é �ï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá åðÜãåé Ýíá ãñáììéêü áëãüñéèìïáíáãíþñéóçò �çò êëÜóçò �ùí split-perfet ãñáöçìÜ�ùí üðùò öáßíå�áé ó�çí åñãáóßá [16℄. Åîáñ�Ü�áéêõñßùò áðü (i) �ïí ãñáììéêü áëãüñéèìï êá�áóêåõÞò �çò m-áðïóýíèåóçò [30, 79, 80, 33℄, (ii)�ïí ãñáììéêü áëãüñéèìï åýñåóçò �ùí p-óõíåê�éêþí óõíéó�ùóþí åíüò ãñáöÞìá�ïò [7℄, (iii) �ïíãñáììéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò �ùí ographs [29℄ êáé (iv) �ïí ãñáììéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò�ùí double-split ãñáöçìÜ�ùí êáé �ùí óõìðëçñùìÜ�ùí �ïõò [16℄.1.4.6 Superbrittle �ñáöÞìá�áÌéá öõóéêÞ õðïêëÜóç �ùí split-perfet ãñáöçìÜ�ùí, ãíùó�Ü ùò superbrittle , åßíáé áêñéâþò åêåßíá�á ãñáöÞìá�á ãéá �á ïðïßá êáìßá êïñõöÞ äåí åßíáé Üêñï åíüò P4 ó�ï ãñÜöçìá êáé �áõ�ü÷ñïíá äåíåßíáé ìÝóç-êïñõöÞ åíüò P4 ó�ï ãñÜöçìá. Ôá äé÷ï�ïìßóéìá ãñáöÞìá�á åßíáé superbrittle ãñáöÞìá�áêáèþò óå Ýíá äé÷ï�ïìßóéìï ãñÜöçìá êÜèå ìÝóç-êïñõöÞ åíüò P4 âñßóêå�áé ó�çí êëßêá êáé êÜèå Üêñïåíüò P4 âñßóêå�áé ó�ï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï. Ó�çí åñãáóßá [16℄ äüèçêå Ýíáò äïìéêüò ÷áñáê�çñéóìüò�ùí superbrittle ãñáöçìÜ�ùí ðïõ ïäÞãçóå óå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò. Äåß÷íïõìå�ï áêüëïõèï èåþñçìá ãéá �çí êëÜóç �ùí superbrittle ãñáöçìÜ�ùí.Èåþñçìá 1.9 (Èåþñçìá 5.5 [16℄). ¸íá ãñÜöçìá G åßíáé superbrittle åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèåìéá áðü �çò p-óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò H �ïõ ãñáöÞìá�ïò G Ý÷åé �éò áêüëïõèåò éäéü�ç�åò: (i) êÜèåïìïãåíÝò óýíïëï (homogeneous set) ó�çí óõíéó�þóá H åðÜãåé Ýíá P4-free ãñÜöçìá, êáé (ii) �ï÷áñáê�çñéó�éêü ãñÜöçìá H∗ åßíáé Ýíá äé÷ï�ïìßóéìï ãñÜöçìá.1.5 Êßíç�ñï ÌåëÝ�çò �ùí Åñåõíç�éêþí ÈåìÜ�ùí¼ðùò áíáöÝñáìå ðñïçãïõìÝíùò, ïé êëÜóåéò �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ ìåëå�Üìå áíÞêïõí ó�çí ïéêïãÝ-íåéá �ùí �Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí. Ç êëÜóç �ùí �Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí åðéëÝ÷èçêå ëüãù �ùí óçìáí�éêþíäïìéêþí ÷áñáê�çñéó�éêþí êáé �ùí áëãïñéèìéêþí éäéï�Þ�ùí ðïõ äéáèÝ�ïõí �á ãñáöÞìá�á áõ�Ü, êáéïé ïðïßåò ïäçãïýí óå ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãïñßèìïõò åðßëõóçò ðïëëþí êëáóéêþí ðñïâëçìÜ�ùíâåë�éó�ïðïßçóçò, �á ïðïßá ó�çí ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç åßíáé NP-ðëÞñç. ÔÝ�ïéá êëáóéêÜ ðñïâëÞìá�áâåë�éó�ïðïßçóçò åßíáé �ï ðñüâëçìá ÷ñùìá�éóìïý (oloring), åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá (path ov-er), ç åýñåóç äéáäñïìþí êáé êýêëùí Hamilton, êáé ðñüâëçìá áðáñßèìçóçò óêåëå�éêþí äÝí�ñùí. ÏéåöáñìïãÝò áõ�þí �ùí ðñïâëçìÜ�ùí âåë�éó�ïðïßçóçò åßíáé ðïëëáðëÝò, óçìáí�éêÝò, êáé êáëýð�ïõíðïëëÜ ðåäßá äéáöïñå�éêþí åðéó�çìþí (áðü �á ìáèçìá�éêÜ Ýùò �çí öéëïóïößá)[9, 47℄.Åðßóçò, ç äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç ãéá åéäéêÜ ãñáöÞìá�á, ìå�áîý Üëëùí äïìþí, áðï�åëåß óõ÷íÜ�çí âÜóç ãéá ãñÞãïñåò ëýóåéò óå áëãïñéèìéêÜ ðñïâëÞìá�á ðïõ åßíáé, ó�çí ãåíéêÞ �ïõò ìïñöÞ,äýóêïëá. �ïëëÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí Ý÷ïõí ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç, ðïõ âáóßæå�áéóå ìéá ãåíéêÞ áí�éìå�þðéóç, ãíùó�Þ ùò m-áðïóýíèåóç (modular deomposition) ãñáöçìÜ�ùí.×ñçóéìïðïéþí�áò äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç, ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á áíáãíþñéóçò, âåë�éó�ïðïßçóçò êáéáðáñßèìçóçò ìðïñïýí íá åðéëõèïýí áðï�åëåóìá�éêÜ ãéá ðïëëÝò êá�çãïñßåò ãñáöçìÜ�ùí.15



�éï óõãêåêñéìÝíá, ãéá �éò êëÜóåéò �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ ìåëå�Üìå Ý÷ïõí åðéëõèåß ðïëëÜ ðñïâëÞ-ìá�á üðùò: �ï ìÝãéó�ï ìÝãåèïò êëßêáò (maximum size lique), �ï ìÝãéó�ï ìÝãåèïò áíåîÜñ�ç�ïõóõíüëïõ (maximum size stable set), ï ÷ñùìá�éóìüò (minimum oloring), ç åëÜ÷éó�ç êëßêá åðéêÜ-ëõøçò (minimum lique over), ç åëÜ÷éó�ç �ñéãùíïðïßçóç (åëÜ÷éó�ï ðëÞèïò áêìþí ðïõ ðñÝðåé íáðñïó�åèåß ó�ï ãñÜöçìá G Ý�óé þó�å �ï ãñÜöçìá G íá ãßíåé �ñéãùíéêü { minimum �ll-in) (äåß�å[40, 61, 63℄), ï áñéèìüò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá (path over number) [39℄, ç �Üîç �ùí êïñõöþí(vertex ranking) êáé ç ëßó�á ÷ñùìÜ�ùí (list oloring) [4℄.ÅðéðëÝïí, üðùò äåß÷íïõìå ó�çí óõíÝ÷åéá, ó�á ÊåöÜëáéá 2{6, åíäéáöåñüìáó�å ãéá �çí åýñåóç�ýðùí ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí óå Ýíá ãñÜöçìá G. Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝ-í�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå τ(G), åßíáé ìéá óçìáí�éêÞ êáé ìå éäáß�åñç ìåëÝ�ç,ðïóü�ç�á ó�çí èåùñßá ãñáöçìÜ�ùí êáé åìöáíßæå�áé óå ðïéêßëåò åöáñìïãÝò. Ïé ðéï áîéïóçìåßù-�åò ðåñéï÷Ýò �ùí åöáñìïãþí �çò åßíáé ç áîéïðéó�ßá äéê�ýùí (network reliability)[25, 84, 99℄, çáðáñßèìçóç óõãêåêñéìÝíùí ÷çìéêþí ó�ïé÷åßùí (enumerating ertain hemial isomers) [20℄, êáéç áðáñßèìçóç �ùí Eulerian êýêëùí (iruits) óå Ýíá ãñÜöçìá [47℄. Åðßóçò, ìðïñåß êáíåßò íáìåëå�Þóåé �ïí �ñüðï ðïõ óõíäÝå�áé ç ðïóü�ç�á τ(G) êáé, ðéï óõãêåêñéìÝíá, ç ìåèïäïëïãßá ðïõõðïëïãßæïõìå �çí ðïóü�ç�á τ(G) ìå �çí �ñéãùíïðïßçóç (minimal triangulation) åíüò ãñáöÞìá�ïò[37, 98, 49℄ êáé ìå ðñïâëÞìá�á ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�çí ðåñéï÷Þ �çò ó÷åäßáóçò ãñáöçìÜ�ùí (graphdrawing) [44, 48, 81℄.Åðéðñüóèå�á, ó�ï ÊåöÜëáéï 7 ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò �ùí
P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí. Ôï êßíç�ñï ìåëÝ�çò �ùí äõíáìéêþí áëãïñßèìùí ðñïÝñ÷å�áé áðü �çí öõóéêÞáíáðáñÜó�áóç �ïõ DNA (physial mapping of DNA) [21, 50℄ êáé áðü �çí ìåëÝ�ç ðñïâëçìÜ�ùíóå Ýíá áóýñìá�ï (äõíáìéêÜ ìå�áâáëëüìåíï) äßê�õï õðïëïãéó�þí [34, 51, 56, 101℄. ÔÝëïò ó�ïÊåöÜëáéï 8 åðéëýïõìå ìå Ýíáí âÝë�éó�ï �ñüðï �ï ðñüâëçìá �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá ãéá �çíêëÜóç �ùí ãñáöçìÜ�ùí óå Ýíá ðáñÜëëçëï ðåñéâÜëëïí. Ç áíáöïñÜ �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éáÝ÷åé ìåëå�çèåß áðü ðïëëïýò åñåõíç�Ýò (äåß�å [58, 72, 73, 85, 88℄), êáèþò áðï�åëåß ãåíßêåõóç �ïõðñïâëÞìá�ïò �çò åýñåóçò åíüò Hamilton ìïíïðá�éïý åíüò ãñáöÞìá�ïò.
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ÊåöÜëáéï 2Áðáñßèìçóç Óêåëå�éêþíÄÝí�ñùí Quasi-Threshold�ñáöçìÜ�ùí
2.1 ÅéóáãùãÞ2.2 Quasi-threshold �ñáöÞìá�á2.3 Ôï �ëÞèïò �ùí Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí �ùí Quasi-Threshold �ñáöçìÜ�ùí2.4 ÓõìðåñÜóìá�á
2.1 ÅéóáãùãÞÈåùñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á ÷ùñßò ðïëëáðëÝò áêìÝò. ¸ó�ù Ýíá �Ý�ïéïãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò. ¸íá óêåëå�éêü äÝí�ñï (spanning tree) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáé ÝíáÜêõêëï (n − 1)-áêìþí óõíåê�éêü õðïãñÜöçìÜ �ïõ. Ôï ðñüâëçìá õðïëïãéóìïý �ïõ ðëÞèïõò �ùíóêåëå�éêþí äÝí�ñùí åßíáé Ýíá óçìáí�éêü åõñÝùò ãíùó�ü ðñüâëçìá ó�çí èåùñßá ãñáöçìÜ�ùí. ÇåîáãùãÞ ìáèçìá�éêþí �ýðùí ãéá äéáöïñå�éêïýò �ýðïõò ãñáöçìÜ�ùí ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ÷ñÞóéìçãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü åêåßíùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþíäÝí�ñùí. ÔÝ�ïéïõ åßäïõò ìåëÝ�ç Ý÷åé ðñáê�éêÝò åöáñìïãÝò ó�çí áîéïðéó�ßá äéê�ýùí õðïëïãéó�þí(network reliability) [84, 99℄.ÅðïìÝíùò, �üóï ãéá èåùñç�éêïýò üóï êáé ãéá ðñáê�éêïýò ëüãïõò, åíäéáöåñüìáó�å ãéá �çíåîáãùãÞ �ýðùí ãéá �ï ðëÞèïò óêåëå�éêþí äÝí�ñùí óå êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí. �ïëëÝò ðåñéð�þóåéòÝ÷ïõí åîå�áó�åß áíÜëïãá ìå �çí ðåñßð�ùóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. ¸÷åé ìåëå�çèåß ü�áí �ï ãñÜöçìá
G åßíáé Ýíá åðéãñáöüìåíï ìïñéáêü ãñÜöçìá (labelled moleular graph) [20℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá Gåßíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (omplete multipartite graph) [107℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá Gåßíáé Ýíá êõêëéêü ãñÜöçìá (irulant graph) [109℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíáò êõâéêüò êáé�å�ñáäéêüò êýêëïò (ubi-quadruple yle graph) [108℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá thresholdãñÜöçìá [46℄ êáé Üëëåò ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò (äåß�å �ï âéâëßï �ïõ Berge [9℄ ãéá ìéá Ýêèåóç �ùíâáóéêþí áðï�åëåóìÜ�ùí. äåß�å åðßóçò [24, 67, 93, 91, 94, 100, 106, 107℄).17



Ï óêïðüò �çò óõãêåêñéìÝíçò åíü�ç�áò åßíáé íá ìåëå�Þóåé �ï ðñüâëçìá åýñåóçò �ïõ ðëÞèïõò�ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ó�çí êëÜóç �ùí quasi-threshold ãñáöçìÜ�ùí. Óçìåéþíïõìå åäþ ü�é ÝíáãñÜöçìá G ïíïìÜæå�áé quasi-threshold ãñÜöçìá åÜí äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìáéóïìïñöéêü ìå Ýíá P4 Þ C4 [43, 86, 91℄. ¸íá quasi-threshold ãñÜöçìá G Ý÷åé ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞáíáðáñÜó�áóç Tc(G) ðïõ ïíïìÜæå�áé ent-äÝí�ñï (ent-tree). Ïé áðïäåßîåéò ìáò âáóßæïí�áé óå Ýíáêëáóéêü áðï�Ýëåóìá, ãíùó�ü ùò �ï Èåþñçìá �ïõ �ßíáêá-ÄÝí�ñïõ, Kirhho�, (Kirhho� MatrixTree Theorem) [10, 47℄, ðïõ åêöñÜæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ùòìéá óõíÜñ�çóç �çò ïñßæïõóáò åíüò ðßíáêá (Kirhho� �ßíáêá) ï ïðïßïò ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åßåýêïëá áðü �çí ó÷Ýóç ãåé�íßáóçò (ðßíáêáò ãåé�íßáóçò, ëßó�á ãåé�íßáóçò, ê�ë.) �ïõ ãñáöÞìá�ïò
G. Ï õðïëïãéóìüò �çò ïñßæïõóáò �ïõ Kirhho� �ßíáêá öáßíå�áé ü�é åßíáé ìéá ðïëëÜ-õðïó÷üìåíçêá�åýèõíóç ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí óå ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜ�ùí (äåß�å [9,24, 41, 93, 107℄). Ó�çí ðåñßð�ùóÞ ìáò õðïëïãßæïõìå �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüòquasi-threshold ãñáöÞìá�ïò G, ÷ñçóéìïðïéþí�áò êëáóéêÝò �å÷íéêÝò áðü �çí ãñáììéêÞ Üëãåâñáêáé �çí èåùñßá ðéíÜêùí. Ïé éäÝåò ìáò êáé ïé �å÷íéêÝò ìáò èá äéá�õðùèïýí êáé èá äéåõêñéíéó�ïýíó�çí óõíÝ÷åéá.Ôï êåöÜëáéï åßíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Ó�çí äåý�åñç åíü�ç�á åäñáéþíïõìå �çí óçìåéïãñáößáêáé �çí ïñïëïãßá ìáò êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á. ÓõãêåêñéìÝíá, äåß÷íïõìåäïìéêÝò éäéü�ç�åò �ùí quasi-threshold ãñáöçìÜ�ùí êáé ïñßæïõìå ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜ-ó�áóç óå �Ý�ïéïõ åßäïõò ãñáöÞìá�á. Ó�çí �ñß�ç åíü�ç�á ðáñïõóéÜæïõìå �ïí �ýðï ðïõ õðïëïãßæåé�ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò quasi-threshold ãñáöÞìá�ïò. ÔÝëïò, ó�çí �Ý�áñ�ç åíü�ç�áóõíïøßæïõìå �ï êåöÜëáéï êáé ðáñáèÝ�ïõìå ðéèáíÝò ìåëëïí�éêÝò åðåê�Üóåéò.2.2 Quasi-threshold �ñáöÞìá�á¸íá ãñÜöçìá G ïíïìÜæå�áé quasi-threshold ãñÜöçìá , Þ QT-ãñÜöçìá ãéá óõí�ïìßá, åÜí �ï ãñÜöç-ìá G äåí Ý÷åé êáíÝíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá éóïìïñöéêü ìå Ýíá P4 Þ ìå Ýíá C4 [43, 86, 91℄. Ó�çóõíÝ÷åéá ðáñáèÝ�ïõìå ÷áñáê�çñéóìïýò êáé äïìéêÝò éäéü�ç�åò �ùí QT-ãñáöçìÜ�ùí êáé äåß÷íïõìåü�é Ýíá �Ý�ïéï ãñÜöçìá Ý÷åé ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç. Ôï áêüëïõèï ëÞììá Ýðå�áé áð'åõèåßáò áðü �ï ãåãïíüò ü�é ãéá êÜèå õðïóýíïëï S ⊂ V (G) êáé ãéá êÜèå êïñõöÞ u ∈ S, Ý÷ïõìå ü�é
NG[S][u] = N [u] ∩ S êáé �ï ãñÜöçìá G[V (G) − S] åßíáé Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá.ËÞììá 2.1 ([66℄). ÅÜí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá QT-ãñÜöçìá, �ü�å ãéá êÜèå õðïóýíïëï S ⊂

V (G), êáé �á äýï ãñáöÞìá�á G[S] êáé G[V (G)− S] åßíáé åðßóçò QT-ãñáöÞìá�á.Ôï áêüëïõèï èåþñçìá ðáñÝ÷åé óçìáí�éêÝò éäéü�ç�åò ãéá �çí êëÜóç �ùí QT-ãñáöçìÜ�ùí. �éáåõêïëßá, ïñßæïõìå �ï áêüëïõèï óýíïëï ùò,
cent(G) = {x ∈ V (G) | N [x] = V (G)}.Èåþñçìá 2.1 ([66, 86℄). Ïé áêüëïõèåò �ñåéò äçëþóåéò éó÷ýïõí.(i) ¸íá ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá QT-ãñÜöçìá åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå óõíåê�éêü õðïãñÜöçìá

G[S], S ⊆ V (G), éêáíïðïéåß�áé cent(G[S]) 6= ∅.(ii) ¸íá ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá QT-ãñÜöçìá åÜí êáé ìüíï åÜí �ï ãñÜöçìá G[V (G) − cent(G)]åßíáé Ýíá QT-ãñÜöçìá.(iii) ¸ó�ù G Ýíá óõíåê�éêü QT-ãñÜöçìá. ÅÜí éó÷ýåé V (G) − cent(G) 6= ∅, �ü�å �ï ãñÜöçìá
G[V (G)− cent(G)] ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò.18



¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G íá åßíáé Ýíá óõíåê�éêü QT-ãñÜöçìá. Ôü�å �ï óýíïëï V1 := cent(G) äåíåßíáé êåíü áðü �ï Èåþñçìá 2.1. ÈÝóå G1 := G, êáé G[V (G)−V1] = G2∪G3∪ . . .∪Gr, üðïõ �ï Giåßíáé ìéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[V (G)−V1] êáé r ≥ 3. Ôü�å, åöüóïí êÜèå Ýíá Giåßíáé Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, �ï ãñÜöçìá Gi åßíáé åðßóçò Ýíá QT-ãñÜöçìá,êáé åðïìÝíùò Ýó�ù Vi := cent(Gi) 6= ∅ ãéá 2 ≤ i ≤ r. Åöüóïí êÜèå ìéá óõíåê�éêÞ óõíéó�þóá�ïõ ãñáöÞìá�ïò Gi[V (Gi) − cent(Gi)] åßíáé åðßóçò Ýíá QT-ãñÜöçìá, ìðïñïýìå íá óõíå÷ßóïõìå�çí óõãêåêñéìÝíç äéáäéêáóßá Ýùò ü�ïõ íá ðÜñïõìå Ýíá êåíü ãñÜöçìá. Ôü�å ìðïñïýìå �åëéêÜ íááðïê�Þóïõìå �çí áêüëïõèç äéáìÝñéóç �ïõ óõíüëïõ êïñõöþí V (G).
V (G) = V1 + V2 + . . . + Vk, üðïõ Vi = cent(Gi).ÅðéðëÝïí ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ìéá ìåñéêÞ äéÜ�áîç � ó�ï óýíïëï {V1, V2, . . . , Vk} ùò åîÞò:

Vi � Vj åÜí Vi = cent(Gi) êáé Vj ⊆ V (Gi).Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é ç ðñïçãïýìåíç äéáìÝñéóç �ïõ óõíüëïõ êïñõöþí V (G) êá�Ý÷åé �éòáêüëïõèåò éäéü�ç�åò.
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Ó÷Þìá 2.1: Ôï ent-äÝí�ñï Tc(Q) åíüò QT-ãñáöÞìá�ïò ìå 12 êïñõöÝò.Èåþñçìá 2.2 ([66, 86℄). ¸ó�ù G Ýíá óõíåê�éêü QT-ãñÜöçìá, êáé Ýó�ù V (G) = V1+V2+. . .+Vkíá åßíáé ìéá äéáìÝñéóç ïñéóìÝíç üðùò ðñïçãïõìÝíùò . óõãêåêñéìÝíá, V1 := cent(G). Ôü�å, áõ�Þç äéáìÝñéóç êáé ç ìåñéêÞò äéÜ�áîç óõíüëïõ ({Vi},�) Ý÷ïõí �éò áêüëïõèåò éäéü�ç�åò:(P1) ÅÜí éó÷ýåé Vi � Vj , �ü�å êÜèå êïñõöÞ �ïõ óõíüëïõ Vi êáé êÜèå êïñõöÞ �ïõ óõíüëïõ Vjåíþíïí�áé ìå�áîý �ïõò ìå ìéá áêìÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G.(P2) �éá êÜèå óýíïëï Vj , éó÷ýåé cent(G[{∪Vi | Vi � Vj}]) = Vj .(P3) �éá êÜèå äýï óýíïëá Vs êáé Vt �Ý�ïéá þó�å Vs � Vt, G[{∪Vi | Vs � Vi � Vt}] åßíáé ÝíáðëÞñåò ãñÜöçìá. ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå ìÝãéó�ï óïé÷åßï Vt �ïõ óõíüëïõ ({Vi},�), G[{∪Vi |

V1 � Vi � Vt}] åßíáé Ýíá ìÝãéó�ï ðëÞñåò õðïãñÜöçìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G.Ôá áðï�åëÝóìá�á �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2.2 ðáñÝ÷ïõí äïìéêÝò éäéü�ç�åò ãéá �çí êëÜóç �ùí QT-ãñáöçìÜ�ùí.Èá áíáöåñüìáó�å ó�çí äïìÞ ðïõ éêáíïðïéåß �éò éäéü�ç�åò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2.2 ùò ent-äÝí�ñï �ïõãñáöÞìá�ïò G êáé èá �ï óõìâïëßæïõìå ùò Tc(G). Ôï ent-äÝí�ñï åßíáé Ýíá ñéæùìÝíï äÝí�ñï ìåñßæá �ï V1
. êÜèå êüìâïò Vi �ïõ äÝí�ñïõ Tc(G) åßíáé åß�å öýëëï Þ Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï ðáéäéÜ. Å-ðéðëÝïí, Vs � Vt åÜí êáé ìüíï åÜí Vs åßíáé Ýíáò ðñüãïíïò �ïõ Vt ó�ï äÝí�ñï Tc(G). Åäþ, ïñßæïõìå�ï h(Vi) íá åßíáé �ï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �á ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ Vi ∈ Tc(G). èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå�ï óýíïëï h(i) ãéá íá áíáöåñüìáó�å ó�ï óýíïëï h(Vi), 1 ≤ i ≤ k.19



Ó�ï Ó÷Þìá 2.1 ðáñïõóéÜæïõìå Ýíá ent-äÝí�ñï åíüò QT-ãñáöÞìá�ïò ìå 12 êïñõöÝò. Ïé êüìâïé
V3 êáé V10 ðåñéÝ÷ïõí äýï êïñõöÝò, åíþ üëïé ïé õðüëïéðïé ðåñéÝ÷ïõí ìéá êïñõöÞ. h(V3) = {V7, V8}êáé h(V10) = ∅. Óçìåéþó�å ü�é ï âáèìüò ìéáò êïñõöÞò ó�ïí êüìâï V3 åßíáé 4.2.3 Ôï �ëÞèïò �ùí Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí �ùí Quasi-Threshold �ñáöçìÜ-�ùíÓå áõ�Þí �çí åíü�ç�á åîÜãïõìå Ýíá �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò QT-ãñáöÞìá�ïò G . áðü åäþ êáé ó�ï åîÞò, τ(G) äçëþíåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõãñáöÞìá�ïò G.¸ó�ù Ýíá QT-ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé Ýó�ù V1, V2, . . . , Vk ïé êüìâïé �ïõ ent-äÝí�ñïõ
Tc(G) ðïõ ðåñéÝ÷ïõí n1, n2, . . . , nk êïñõöÝò, áí�ßó�ïé÷á. äçëáäÞ, n = n1 + n2 + . . . + nk. ¸ó�ù
di íá äçëþíåé �ïí âáèìü ìéáò �õ÷áßáò êïñõöÞò �ïõ êüìâïõ Vi. Õðåíèõìßæïõìå ü�é üëåò ïé êïñõöÝò
u ∈ V (G) åíüò êüìâïõ Vi Ý÷ïõí �ïí ßäéï âáèìü.¸ó�ù V1, V2, . . . , Vk ïé êüìâïé �ïõ ent-äÝí�ñïõ Tc(G) åíüò QT-ãñáöÞìá�ïò ìå n êïñõöÝò. Óõì-âïëßæïõìå ìå Li �ï óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé �ïõò êüìâïõò �ïõ i åðéðÝäïõ �ïõ äÝí�ñïõ Tc(G), 1 ≤ i ≤ h
. äçëáäÞ,

L0 = {V1},

L1 = {V2, V3, . . . , Vr},...
Lh−1 = {Vs, Vs+1, . . . , Vℓ−1},

Lh = {Vℓ, Vℓ+1, . . . , Vk}.2.3.1 Ï ÔýðïòÓ�ç óõíÝ÷åéá ó÷çìá�ßæïõìå �ïí Kirhho� ðßíáêá K ãéá �ï QT-ãñÜöçìá G âáóéæüìåíïé ó�çí äïìÞ�ïõ ent-äÝí�ñïõ Tc(G).¸ó�ù G Ýíá QT-ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé Ýó�ù V1, . . . , Vs, . . . , Vℓ−1, Vℓ, . . . , Vk íá åßíáé ïéêüìâïé �ïõ ent-äÝí�ñïõ Tc(G). Ôü�å, åðéãñÜöïõìå �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G áðü 1 ìÝ÷ñé nùò åîÞò: ðñþ�á, åðéãñÜöïõìå �éò êïñõöÝò �ïõ êüìâïõ Vk áðü 1 ìÝ÷ñé nk
. ó�ç óõíÝ÷åéá, åðéãñÜöïõìå�éò êïñõöÝò �ïõ Vk−1 áðü nk +1 ìÝ÷ñé nk +nk−1

. �Ýëïò, åðéãñÜöïõìå �éò êïñõöÝò �ïõ êüìâïõ V1.Ôü�å, êá�áóêåõÜæïõìå �ïí ðßíáêá K �ïõ QT-ãñáöÞìá�ïò G, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí ðñïáíáöåñ-èåßóá åðéãñáöÞ �ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, êáé åðéêåí�ñùíüìáó�å ó�çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá
Knn ðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ïí ðßíáêá K äéáãñÜöïí�áò �çí �åëåõ�áßá ãñáììÞ êáé �çí �åëåõ�áßá ó�Þ-ëç. Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ü�é ï ðßíáêáò Knn åßíáé Ýíáò (n− 1)× (n− 1) ðßíáêáò êáé Ý÷åé �çíáêüëïõèç ìïñöÞ:

Knn =




















Mk . . . [−1]ji

Mℓ

Mℓ−1 . . .
Ms

[−1]ij
. . .

M1




















, (2.1)
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üðïõ Mi åßíáé Ýíáò ni × ni õðïðßíáêáò �çò ìïñöÞò
Mi =









di −1 · · · −1

−1 di · · · −1... ... . . . ...
−1 −1 · · · di









,ãéá 2 ≤ i ≤ k êáé M1 åßíáé Ýíáò (n1 − 1) × (n1 − 1) õðïðßíáêáò �çò ßäéáò ìïñöÞò. ¼ëåò ïéäéáãþíéåò èÝóåéò �ïõ ðßíáêá Mi Ý÷ïõí �çí ßäéá �éìÞ di ðïõ éóïý�áé ìå �ïí âáèìü ìéáò �õ÷áßáòêïñõöÞò �ïõ êüìâïõ Vi ∈ Tc(G). �á ó�ïé÷åßá [−1]ij êáé [−1]ji �ùí ìç-äéáãþíéùí èÝóåùí (i, j) êáé
(j, i) áí�éó�ïé÷ïýí óå ni × nj êáé nj × ni õðïðßíáêåò ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõò −1 åÜí ï êüìâïò
Vj åßíáé Ýíáò áðüãïíïò �ïõ êüìâïõ Vi ó�ï äÝí�ñï Tc(G) êáé üëá �á õðüëïéðá ó�ïé÷åßá �ïõò 0,
2 ≤ i, j ≤ k. �á ó�ïé÷åßá [−1]1,j êáé [−1]j,1 ó�éò ìç-äéáãþíéåò èÝóåéò (1, j) êáé (j, 1) áí�éó�ïé÷ïýíóå (n1− 1)×nj êáé nj × (n1− 1) õðïðßíáêåò ìå üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõò −1 åöüóïí êÜèå êüìâïò Vjåßíáé áðüãïíïò �çò ñßæáò V1 �ïõ ent-äÝí�ñïõ Tc(G).Ìå óêïðü íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá Knn, ðñþ�á áðëïðïéïýìå �éò ïñßæïõóåò �ùíðéíÜêùí Mi, 2 ≤ i ≤ k, êáé èá Ý÷ïõìå:

det(Mi) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

di + 1

di + 1 . . .
−1 −1 di + 1− ni

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (di + 1)ni−1(di − (ni − 1)),êáé
det(M1) = (d1 + 1)n1−2(d1 − (n1 − 2)).Ôþñá åðáñêåß íá áí�éêá�áó�Þóïõìå �éò ðáñáðÜíù �éìÝò ó�çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá Knn. Óçìåéþ-íïõìå ü�é ìå�Ü �çí áðëïðïßçóç �ùí ïñéæïõóþí �ùí ðéíÜêùí Mi ìüíï ïé äéáãþíéåò èÝóåéò êáé ç�åëåõ�áßá ãñáììÞ áðü êÜèå ðßíáêá Mi Ý÷ïõí ìç-ìçäåíéêÝò �éìÝò. ¸�óé, èá Ý÷ïõìå:

det(Knn) = (n1 − 1)(d1 + 1)n1−2 ·
k∏

i=2

ni(di + 1)ni−1 · det(Bnn), (2.2)üðïõ
Bnn =




















σk . . . (−1)ji

σℓ

σℓ−1 . . .
σs

(−1)ij

. . .
σ1




















(2.3)
åßíáé Ýíáò k × k ðßíáêáò ìå äéáãþíéá ó�ïé÷åßá σi = di−(ni−1)

ni
ãéá 2 ≤ i ≤ k, êáé σ1 = d1−(n1−2)

n1−1
.�á ó�ïé÷åßá (−1)ij �ùí ìç-äéáãþíéùí èÝóåùí (i, j) åßíáé −1 åÜí ï êüìâïò Vj åßíáé Ýíáò áðüãïíïò�ïõ êüìâïõ Vi ó�ï äÝí�ñï Tc(G) êáé 0 óå êÜèå Üëëç ðåñßð�ùóç.21



Ç éäÝá �þñá åßíáé íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá �ïõ k×k ðßíáêá Bnn. Óå áõ�ü �ï óçìåßï, ðñþ�áåöáñìüæïõìå �éò áêüëïõèåò ðñÜîåéò óå êÜèå ãñáììÞ i = 1, 2, . . . , k �ïõ ðßíáêá Bnn:
• âñßóêïõìå �ïí åëÜ÷éó�ï äåßê�ç j ãéá �ïí ïðïßï éó÷ýïõí i < j ≤ k êáé Bnn[i, j] 6= 0, êáé�ü�å
• ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ó�Þëç j ìå −1 êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ó�Þëç ℓ åÜí Bnn[i, ℓ] =

Bnn[i, j] êáé j + 1 ≤ ℓ ≤ k.Ó�ç óõíÝ÷åéá, åöáñìüæïõìå ðáñüìïéåò ðñÜîåéò óå êÜèå ó�Þëç j = 1, 2, . . . , k �ïõ ðßíáêá Bnn:
• âñßóêïõìå �ïí åëÜ÷éó�ï äåßê�ç i ãéá �ïí ïðïßï éó÷ýïõí 1 ≤ j < i êáé Bnn[i, j] 6= 0, êáé �ü�å
• ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ãñáììÞ i ìå −1 êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ãñáììÞ ℓ åÜí Bnn[ℓ, j] =

Bnn[i, j] êáé i + 1 ≤ ℓ ≤ k.¸�óé, èá Ý÷ïõìå:
det(Bnn) = det(Ann), (2.4)üðïõ

Ann =




















ak . . . (γ)ji

aℓ

aℓ−1 . . .
as

(γ)ij

. . .
a1




















, (2.5)
åßíáé Ýíáò k × k ðßíáêáò êáé

ai =







σi åÜí Vi åßíáé öýëëï �ïõ äÝí�ñïõ Tc(G),

σi +
∑

j∈ch(i)
jäåí åßíáé öýëëï (σj + 2) áëëéþò, (2.6)êáé

(γ)ij =







−1 åÜí Vj ∈ ch(Vi) êáé Vj åßíáé öýëëï �ïõ äÝí�ñïõ Tc(G),

−(σi + 1) if Vj ∈ ch(Vi) and Vj äåí åßíáé öýëëï �ïõ äÝí�ñïõ Tc(G),

0 áëëéþò. (2.7)
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Õðåíèõìßæïõìå ü�é
σi =







di − (ni − 2)

ni − 1
åÜí i = 1

di − (ni − 1)

ni

áëëéþò. (2.8)Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ êÜèå êüìâïò �ïõ ent-äÝí�ñïõ Tc(G) ðåñéÝ÷åé ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ, �ü�å èáÝ÷ïõìå ü�é σi = di ãéá êÜèå i = 2, 3, . . . , k . óçìåéþíïõìå ü�é i ≥ 2, åöüóïí äéáãñÜöïõìå �çí�åëåõ�áßá ãñáììÞ êáé ó�Þëç �ïõ ðßíáêá K.Ó�ç óõíÝ÷åéá ïñßæïõìå �çí áêüëïõèç óõíÜñ�çóç φ ðÜíù ó�ïõò êüìâïõ �ïõ ent-äÝí�ñïõ åíüòQT-ãñáöÞìá�ïò G:
φ(i) =







ai åÜí Vi åßíáé öýëëï �ïõ äÝí�ñïõ Tc(G),

ai −
∑

j∈ch(i)

((γ)ij)
2

φ(j)
áëëéþò, (2.9)üðïõ ai êáé (γ)ij Ý÷ïõí ïñéó�åß ó�éò Åîéóþóåéò (2.6) êáé (2.7), áí�ßó�ïé÷á. ÏíïìÜæïõìå �çíóõíÜñ�çóç φ(i) ent-óõíÜñ�çóç �ïõ êüìâïõ Vi

. áðü åäþ êáé ó�ï åîÞò, ÷ñçóéìïðïéïýìå �çí ïñïëïãßá
φi ãéá íá äçëþóïõìå φ(i), 1 ≤ i ≤ k.ËÞììá 2.2. ¸ó�ù V1, V2, . . . , Vk ïé êüìâïé �ïõ ent-äÝí�ñïõ Tc(G) åíüò QT-ãñáöÞìá�ïò G êáéÝó�ù φ(i) ç ent-óõíÜñ�çóç �ïõ êüìâïõ Vi, 1 ≤ i ≤ k. Ôü�å,

k∏

i=1

φ(i) = det(Ann),üðïõ Ann åßíáé ï k × k ðßíáêáò ïñéóìÝíïò ó�çí Åî. (2.5).Áðüäåéîç. Ìå óêïðü �ïí õðïëïãéóìü �çò ïñßæïõóáò det(Ann), îåêéíÜìå ðïëëáðëáóéÜæïí�áò êÜèåó�Þëç i, 1 ≤ i ≤ ℓ, �ïõ ðßíáêá Ann ìå −(γ)ij/ai êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ó�Þëç j åÜí (γ)ij 6= 0(i < j ≤ k). Ìå áõ�üí �ïí �ñüðï, êÜíïõìå üëåò �éò áõó�çñÜ Üíù äéáãþíéåò èÝóåéò (γ)ij , ìå i < j,íá Ý÷ïõí ìçäåíéêÝò �éìÝò. Ôþñá áíáð�ýóóïõìå ùò ðñïò �éò ãñáììÝò 1, 2, . . . , ℓ, ðå�õ÷áßíïí�áò
det(Ann) =

ℓ∏

i=1

φi ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

fℓ−1 . . . (γ)ji

fs

(γ)ij

. . .
f1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

ℓ∏

i=1

φi · det(Dnn),üðïõ
φi = ai, ãéá 1 ≤ i ≤ ℓ, áöïý ïé êüìâïé 1, 2, . . . , ℓ åßíáé öýëëá ó�ï äÝí�ñï Tc(G), êáé
ft = at −

∑

i∈ch(t)
1≤i≤ℓ

((γ)it)
2

φi

, ãéá ℓ + 1 ≤ t ≤ k.
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�áñá�çñïýìå ü�é ï (k − ℓ)× (k − ℓ) ðßíáêáò Dnn Ý÷åé äïìÞ ðáñüìïéá ìå �ïí áñ÷éêü ðßíáêá Ann
.äåß�å Åî. 2.5. ¸�óé, ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò ïñßæïõóÜò �ïõ det(Dnn), áêïëïõèïýìå ìéá ðáñüìïéááðëïðïßçóç . äçëáäÞ, îåêéíÜìå ðïëëáðëáóéÜæïí�áò êÜèå ó�Þëç i, 1 ≤ i ≤ s, �ïõ ðßíáêá Dnn ìå

−(γ)ij/fj êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ó�Þëç j åÜí (γ)ij 6= 0, ãéá s < j ≤ k. ¸�óé, óõíå÷ßæïí�áòìå �ïí ßäéï �ñüðï ìðïñïýìå �åëéêÜ íá äåßîïõìå ü�é
det(Dnn) =

k∏

i=1

φi,üðïõ φi åßíáé ç ent-óõíÜñ�çóç �ïõ êüìâïõ Vi ∈ Tc(G) êáé k åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êüìâùí �ïõent-äÝí�ñïõ Tc(G).Âáóéæüìåíïé ó�éò Åî. (2.2), (2.4) êáé ó�ï ËÞììá 2.2 ìðïñïýìå íá áðïê�Þóïõìå Ýíáí �ýðï ãéá �ïðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(G) åíüò quasi-threshold ãñáöÞìá�ïò G. ÅðïìÝíùò, êá�áëÞ-ãïõìå ó�ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.Èåþñçìá 2.3. ¸ó�ù G Ýíá quasi-threshold ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé Ýó�ù V1, V2, . . . , Vk ïéêüìâïé �ïõ ent-äÝí�ñïõ Tc(G) ìå ñéæá �ïí êüìâï V1. Ôü�å,
τ(G) =

n1 − 1

n1(d1 + 1)
·

k∏

i=1

ni(di + 1)ni−1 · φi,üðïõ ni åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ êüìâïõ Vi, di åßíáé ï âáèìüò ìéáò �õ÷áßáò êïñõöÞòáðü �ïí êüìâï Vi êáé φi åßíáé ç ent-óõíÜñ�çóç �ïõ êüìâïõ Vi, 1 ≤ i ≤ k.Óçìåßùóç 2.1. Âáóéæüìåíïé ó�ï ðñïçãïýìåíï áðï�Ýëåóìá, ðñï�åßíïõìå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìïõðïëïãéóìïý �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò QT-ãñáöÞìá�ïò. äïõëåýåé ùò åîÞò: ðñþ�áêá�áóêåõÜæåé �ï ent-äÝí�ñï Tc(G) �ïõ quasi-threshold ãñáöÞìá�ïò. Ýó�ù V1, V2, . . . , Vk ïé êüìâïé�ïõ ent-äÝí�ñïõ Tc(G). Ôü�å õðïëïãßæåé �çí ent-óõíÜñ�çóç φi ãéá êÜèå êüìâï Vi ∈ Tc(G),
1 ≤ i ≤ k, êáé, �åëéêÜ, õðïëïãßæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò quasi-thresholdãñáöÞìá�ïò óýìöùíá ìå �ïí �ýðï �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 2.3.Óçìåéþíïõìå ü�é �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò QT-ãñáöÞìá�ïò G ìå n êïñõöÝòêáé m áêìÝò ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå O(n + m) ÷ñüíï. Ç êá�áóêåõÞ åíüò ent-äÝí�ñïõ Tc(G)÷ñåéÜæå�áé O(n + m) ÷ñüíï ÷ñçóéìïðïéþí�áò ìéá DFS äéÜó÷éóç ó�ï óõãêåêñéìÝíï QT-ãñÜöçìá.ÅðéðëÝïí, ï õðïëïãéóìüò üëùí �ùí ent-óõíáñ�Þóåùí φi, 1 ≤ i ≤ k, ìðïñåß íá åê�åëåó�åß óå O(n)÷ñüíï, áöïý �ï ðëÞèïò �ùí êüìâùí �ïõ ent-äÝí�ñïõ Tc(G) åßíáé k ≤ n. ¸�óé, ï ðñï�åéíüìåíïòáëãüñéèìïò �ñÝ÷åé óå O(n + m) ÷ñüíï.Ç ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ êñßíå�áé óýìöùíá ìå �ï ïìïéüìïñöï êñé�Þñéï êüó�ïõò (uniformost riterion). ÊÜ�ù áðü áõ�ü �ï êñé�Þñéï êÜèå åí�ïëÞ ÷ñåéÜæå�áé ìéá ìïíÜäá ÷ñüíïõ êáé êÜèåêá�á÷ùñç�Þò ÷ñåéÜæå�áé ìßá ìïíÜäá ÷þñïõ. �áñÜ �ï ãåãïíüò ü�é ïé áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò ìðïñåßíá åìðëÝêïõí ìåãÜëïõ ìÞêïõò �õ÷áßïõò áêÝñáéïõò áñéèìïýò, ìå�ñÜìå êÜèå ðñÜîç ùò Ýíá êáé ìüíïâÞìá (�ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G ìå n êïñõöÝò ìðïñåß íá åßíáé �ïðïëý nn−2 . �ï ðëÞñåò ãñÜöçìá Kn Ý÷åé nn−2 óêåëå�éêÜ äÝí�ñá). 22.4 ÓõìðåñÜóìá�áÓå áõ�ü �ï êåöÜëáéï Ý÷ïõìå åîÜãåé Ýíáí �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò quasi-threshold ãñáöÞìá�ïò ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï Èåþñçìá �ïõ �ßíáêá-ÄÝí�ñïõ, Kirhho� êáé åðùöå-ëïýìåíïé áðü �éò äïìéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ ent-äÝí�ñïõ åíüò quasi-threshold ãñáöÞìá�ïò.24



Ìéá Üëëç êëÜóç �Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí, ãíùó�Þ ùò óõìðëçñùìá�éêÜ-ðáñáãþìåíá ãñáöÞìá�á(ographs) , åßíáé áêñéâþò åêåßíá �á ãñáöÞìá�á ðïõ äåí ðåñéÝ÷ïõí êáíÝíá Ü÷ïñäï ìïíïðÜ�é �åó-óÜñùí êïñõöþí (óõìâïëßæå�áé ùò P4). Ó�çí åñãáóßá [92℄ êáé ó�ï åðüìåíï êåöÜëáéï, èá äåßîïõìåÝíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðïõ âáóßæå�áé óå Ýíáìïíáäéêü ñéæùìÝíï äÝí�ñï, ðïõ ïíïìÜæå�áé otree.�éï ãåíéêÝò êëÜóåéò �Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí üðùò åßíáé ïé êëÜóåéò �ùí P4-reduible êáé �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí, åðéäÝ÷ïí�áé åðßóçò ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç. ¸�óé, åßíáé ëïãéêüêáé åðüìåíï íá áíáñù�çèåß êáíåßò åÜí ïé äïìéêÝò éäéü�ç�åò áõ�þí �ùí äåíäñéêþí áíáðáñáó�Üóåùíìðïñïýí íá âïçèÞóïõí ó�çí åîáãùãÞ �ýðùí ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí�ïõò. �ñïò áõ�Þ �çí êá�åýèõíóç ó÷åäéÜó�çêå ï áëãüñéèìïò ðïõ äåß÷íïõìå ó�ï ÊåöÜëáéï 4.¸÷åé áðïäåé÷�åß ü�é Ýíá ìå�áèå�ü (permutation) ãñÜöçìá G[π], ìéá åõñÝùò ãíùó�Þ êëÜóç�Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí, ìðïñåß íá ìå�áó÷çìá�éó�åß óå Ýíá êá�åõèõíüìåíï Üêõêëï ãñÜöçìá êáé,Ýðåé�á, óå Ýíá ñéæùìÝíï äÝí�ñï åîå�Üæïí�áò �çí áí�ßó�ñïöç ó÷Ýóç �ùí ó�ïé÷åßùí �çò ìå�Üèåóçò
π [87℄. Âáóéæüìåíïò êáíåßò óå áõ�Ü �á áðï�åëÝóìá�á, ìðïñåß íá åñåõíçèåß åÜí ç êëÜóç �ùíìå�áèå�þí ãñáöçìÜ�ùí G[π] áíÞêåé ó�çí ïéêïãÝíåéá �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ åðéäÝ÷ïí�áé �ýðïõò ãéá�ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõò.
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ÊåöÜëáéï 3Õðïëïãéóìüò �ïõ �ëÞèïõò �ùíÓêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí �ùíÓõìðëçñùìá�éêÜ-�áñáãüìåíùí�ñáöçìÜ�ùí
3.1 ÅéóáãùãÞ3.2 Óõìðëçñùìá�éêÜ-�áñáãþìåíá �ñáöÞìá�á { Cographs3.3 Ï Áëãüñéèìïò Õðïëïãéóìïý �ïõ �ëÞèïõò �ùí Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí3.4 ÓõìðåñÜóìá�á
3.1 ÅéóáãùãÞÈåùñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á ÷ùñßò ðïëëáðëÝò áêìÝò. ¸ó�ù Ýíá �Ý�ïéïãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò. ¸íá óêåëå�éêü äÝí�ñï (spanning tree) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáé ÝíáÜêõêëï (n − 1)-áêìþí óõíåê�éêü õðïãñÜöçìÜ �ïõ. Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüòãñáöÞìá�ïò (äéê�ýïõ) G, êáëåß�áé åðßóçò ðïëõðëïêü�ç�á (omplexity) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G [10℄,åßíáé Ýíá óçìáí�éêü, åõñÝùò ãíùó�ü, ðñüâëçìá ó�çí èåùñßá ãñáöçìÜ�ùí êáé åìöáíßæå�áé óå ÝíáðëÞèïò åöáñìïãþí. Ïé ðéï áîéïóçìåßù�åò ðåñéï÷Ýò åöáñìïãþí åßíáé ç áîéïðéó�ßá äéê�ýùí (óå Ýíáäßê�õï ðïõ ìïí�åëïðïéåß�áé áðü Ýíá ãñÜöçìá, ç åíäïåðéêïéíùíßá ìå�áîý üëùí �ùí êüìâùí �ïõäéê�ýïõ åðÜãåé ü�é �ï ãñÜöçìá ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé Ýíá óêåëå�éêü äÝí�ñï. Ý�óé, ç ìåãéó�ïðïßçóç �ïõðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åßíáé �ï êëåéäß ãéá �çí ìåãéó�ïðïßçóç �çò áîéïðéó�ßáò) [84, 99℄,ï õðïëïãéóìüò �çò óõíïëéêÞò áí�ßó�áóçò ìå�áîý ìéáò áêìÞò óå Ýíá çëåê�ñéêü äßê�õï (eletrialnetwork) [13℄, áðáñßèìçóç óõãêåêñéìÝíùí ÷çìéêþí ó�ïé÷åßùí [20℄, êáé áðáñßèìçóç �ùí Eulerianêýêëùí (iruits) óå Ýíá ãñÜöçìá [47℄.ÅðïìÝíùò, �üóï ãéá èåùñç�éêïýò üóï êáé ãéá ðñáê�éêïýò óêïðïýò, åíäéáöåñüìáó�å ãéá �çíåîáãùãÞ ìáèçìá�éêþí �ýðùí ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñá-öÞìá�ïò G, üðùò åðßóçò êáé ãéá �ï Kn-óõìðëÞñùìá (Kn-omplement) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. åÜí �ï26



ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ ðëÞñåò ãñáöÞìá�ïò Kn, �ü�å �ï Kn-óõìðëÞñùìá �ïõ ãñá-öÞìá�ïò G, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå Kn−G, ïñßæå�áé ùò �ï ãñÜöçìá ðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ï ãñÜöçìá
Kn äéáãñÜöïí�áò �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G (óçìåéþó�å ü�é, åÜí �ï ãñÜöçìá G Ý÷åé n êïñõöÝò,�ü�å �ï ãñÜöçìá Kn −G óõìðßð�åé ìå �ï ãñÜöçìá G, äçë. �ï óõìðëÞñùìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G).�ïëëÝò ðåñéð�þóåéò Ý÷ïõí ìåëå�çèåß ðïõ åîáñ�þí�áé áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. ¸÷åéìåëå�çèåß ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá åðéãñáöüìåíï ìïñéáêü ãñÜöçìá (labelled moleular graph)[20℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (omplete multipartite graph) [107℄,ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá êõêëéêü ãñÜöçìá (irulant graph) [42, 109℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáéÝíáò êõâéêüò êáé �å�ñáäéêüò êýêëïò (ubi-quadruple yle graph) [108℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáéÝíá threshold ãñÜöçìá [46℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá quasi-threshold ãñÜöçìá [91℄ êáé ÜëëåòðïëëÝò ðåñéð�þóåéò (äåß�å �ï âéâëßï �ïõ Berge [9℄ ãéá ìéá Ýêèåóç �ùí âáóéêþí áðï�åëåóìÜ�ùí .äåß�å åðßóçò [24, 67, 93, 91, 94, 100, 106, 107℄).Ï óêïðüò �çò óõãêåêñéìÝíçò åíü�ç�áò åßíáé íá ìåëå�Þóåé �ï ðñüâëçìá �çò åýñåóçò �ïõ ðëÞ-èïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ó�çí êëÜóç �ùí óõìðëçñùìá�éêÜ-ðáñáãþìåíùí ãñáöçìÜ�ùí (om-plement reduible), ãíùó�Ü ùò ographs. Ôá ãñáöÞìá�á ographs åßíáé ïñéóìÝíá ùò ç êëÜóç �ùíãñáöçìÜ�ùí ðïõ êá�áóêåõÜæïí�áé áðü ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ õðü �çí êëåéó�ü�ç�á �ùí ðñÜîåùí�çò Ýíùóçò êáé �ïõ óõìðëçñþìá�ïò. �éï óõãêåêñéìÝíá, ç êëÜóç �ùí ãñáöçìÜ�ùí ographs ïñß-æå�áé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò: (i) ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ åßíáé Ýíá ograph. (ii) ç ìç-êïéíÞ Ýíùóç �ùíographs åßíáé Ýíá ograph. (iii) �ï óõìðëÞñùìá åíüò ograph åßíáé Ýíá ograph.Ç êëÜóç �ùí ãñáöçìÜ�ùí ographs åß÷å åéóá÷èåß �éò áñ÷Ýò �ïõ 1970 áðü �ïí Lerhs [70℄ ðïõìåëÝ�çóå �éò äïìéêÝò êáé �éò áëãïñéèìéêÝò �ïõò éäéü�ç�åò. Ìå�áîý Üëëùí éäéï�Þ�ùí, ï LerhsÝäåéîå ü�é ç êëÜóç �ùí ographs óõìðßð�åé ìå �çí êëÜóç �ùí P4 áðáãïñåõ�éêþí ãñáöçìÜ�ùí, êáéü�é �á ographs åðéäÝ÷ïí�áé ìéá ìïíáäéêÞ, ùò ðñïò �ïí éóïìïñöéóìü, äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç ðïõïíïìÜæå�áé otree. Ôá ographs åßíáé �Ýëåéá ãñáöÞìá�á êáé �çí ðñáãìá�éêü�ç�á ó÷çìá�ßæïõí ìéáêá�Üëëçëç õðïêëÜóç �ùí åõñÝùò ãíùó�þí ìå�áèå�þí ãñáöçìÜ�ùí êáé �ùí distane hereditaryãñáöçìÜ�ùí . ðåñéÝ÷ïõí �çí êëÜóç �ùí quasi-threshold ãñáöçìÜ�ùí êáé, åðïìÝíùò, �çí êëÜóç�ùí threshold ãñáöçìÜ�ùí [18, 43℄. Áêüìá ðåñéóóü�åñï, �á ographs åßíáé áêñéâþò åêåßíá �áãñáöÞìá�á �á ïðïßá äåí ðåñéÝ÷ïõí êáíÝíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá éóüìïñöï ìå Ýíá P4 (Ü÷ïñäïìïíïðÜ�é �åóóÜñùí êïñõöþí), êáé ó÷å�ßæïí�áé ìå �çí êëÜóç �ùí series-parallel êá�åõèõíüìåíùíãñáöçìÜ�ùí [105℄.Óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï åðéäéþêïõìå íá åäñáéþóïõìå éäéü�ç�åò êáé ÷áñáê�çñéóìïýò ãéá �çí êëÜóç�ùí ographs ðïõ èá ìáò ïäçãÞóïõí óå ìéá áðï�åëåóìá�éêÞ åðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �çò åýñå-óçò �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí �ïõò äÝí�ñùí. �ñï�åßíïõìå ðñÜîåéò óìßêñõíóçò (ìáæÝìá�ïò)åðÜíù ó�á äÝí�ñá êáé äåß÷íïõìå ü�é ðñïáíáöåñèÝí ðñüâëçìá ìðïñåß íá åðéëõèåß áðï�åëåóìá�éêÜåöáñìüæïí�áò êá�Üëëçëá áõ�Ýò �éò ðñÜîåéò åðÜíù ó�ï otree �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ ograph.ÓõãêåêñéìÝíá, ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ðïõ êáèïñßæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå-�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò ograph . ãéá �ï äïèÝí ograph G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò ïáëãüñéèìüò ìáò êá�áóêåõÜæåé ðñþ�á �ï otree Tco(G) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, êáé ó�ç óõíÝ÷åéá õðï-ëïãßæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G óå O(n + m) ÷ñüíï êáé ÷þñï. Ïáëãüñéèìïò âáóßæå�áé óå ðñÜîåéò óìßêñõíóçò ðïõ åöáñìüæïí�áé ìå óõó�çìá�éêü �ñüðï Ý�óé þó�åíá ìå�á�ñÝøïõí �ï äÝí�ñï Tco(G) óå Ýíá ìïíáäéêü êüìâï, åíþ �çí ßäéá ó�éãìÞ, óõãêåêñéìÝíïé ðá-ñÜìå�ñïé åíçìåñþíïí�áé êá�Üëëçëá . åöüóïí �ï otree �ïõ ãñáöÞìá�ïò ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åßóå ÷ñüíï êáé ÷þñï ãñáììéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ ãñáöÞìá�ïò [29℄, êáé åöüóïí êÜèå ðñÜîçóìßêñõíóçò ÷ñåéÜæå�áé ÷ñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ åðåîåñãáóìÝíïõ êïììá�éïý �ïõäÝí�ñïõ, ç Üíù õðïëïãéóìüò ÷ñåéÜæå�áé ÷ñüíï êáé ÷þñï ãñáììéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ ãñá-öÞìá�ïò G. Ó�ï �Ýëïò, �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G áðïê�Ü�áé ùò �ïãéíüìåíï êÜðïéùí n− 1 áñéèìþí, üðïõ n åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. áõ�Þ çåðåîåñãáóßá ÷ñåéÜæå�áé O(n) ÷ñüíï õðü �ï ïìïéüìïñöï êüó�ïõò êñé�Þñéï (uniform ost riterion)[3, 96℄. 27



Ç ïñèü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ ìáò âáóßæå�áé óå Ýíá åõñÝùò ãíùó�ü áðï�Ýëåóìá, �ï Èåþñçìá�ïõ �ßíáêá-ÄÝí�ñïõ, Kirhho� (Kirhho� Matrix Tree Theorem) [10, 47℄, ðïõ åêöñÜæåé �ï ðëÞ-èïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ùò ìéá óõíÜñ�çóç �çò ïñßæïõóáò åíüò ðßíáêá(Kirhho� �ßíáêá) ï ïðïßïò ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß åýêïëá áðü �çí ó÷Ýóç ãåé�íßáóçò (ðßíáêáòãåé�íßáóçò, ëßó�á ãåé�íßáóçò, ê�ë.) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. Áîßæåé íáóçìåéþóïõìå ü�é ï õðïëïãéóìüò�çò ïñßæïõóáò �ïõ Kirhho� �ßíáêá öáßíå�áé ü�é åßíáé ìéá ðïëëÜ-õðïó÷üìåíç êá�åýèõíóç ãéá �ïíõðïëïãéóìü �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí óå ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜ�ùí (äåß�å [9, 24, 41, 93, 107℄), áëëÜáðáé�åß Θ(n3) ÷ñüíï êáé Θ(n2) ÷þñï. Ó�çí ðåñßð�ùóÞ ìáò ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí Kirhho� �ßíáêáìáæß ìå êëáóéêÝò �å÷íéêÝò áðü �çí ãñáììéêÞ Üëãåâñá êáé �çí èåùñßá ðéíÜêùí ùò Ýíá êá�áóêåõá-ó�éêü åñãáëåßï ãéá íá áðïäåßîïõìå �çí ïñèü�ç�á �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí ìáò.Ôï êåöÜëáéï åßíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Ó�çí äåý�åñç åíü�ç�á åäñáéþíïõìå �çí óçìåéïãñá-ößá êáé �çí ïñïëïãßá ìáò êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á. Ó�çí �ñß�ç åíü�ç�áðñï�åßíïõìå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ðïõ êáèïñßæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò o-graph, åíþ ó�çí �Ý�áñ�ç åíü�ç�á óõíïøßæïõìå �ï êåöÜëáéï êáé ðáñáèÝ�ïõìå ðéèáíÝò ìåëëïí�éêÝòåðåê�Üóåéò.3.2 Óõìðëçñùìá�éêÜ-�áñáãþìåíá �ñáöÞìá�á { Cographs¼ðùò áíáöåñèÞêáìå ðñïçãïõìÝíùò, ï Lerhs áðÝäåéîå ü�é �á ographs åßíáé ç ïéêïãÝíåéá �ùíãñáöçìÜ�ùí ðïõ êá�áóêåõÜæïí�áé áðü ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ õðü �çí êëåéó�ü�ç�á �ùí ðñÜîåùí �çòÝíùóçò êáé �ïõ óõìðëçñþìá�ïò. Áõ�Ýò ïé ðñÜîåéò ïñßæïõí ìïíáäéêÜ ìéá äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóçðïõ áíáöåñüìáó�å óå áõ�Þí ùò Ýíá otree. Ôï otree åíüò ograph G, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå Tco(G),åßíáé Ýíá ñéæùìÝíï äÝí�ñï �Ý�ïéï þó�å:(i) êÜèå åóù�åñéêüò êüìâïò, ìå ðéèáíÞ åîáßñåóç �çí ñßæá, Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí äýï ðáéäéÜ.(ii) ïé åóù�åñéêïß êüìâïé Ý÷ïõí åðéãñáöÝò åß�å 0 (0-êüìâïé) Þ 1 (1-êüìâïé). �á ðáéäéÜ, ðïõ åßíáéåóù�åñéêïß êüìâïé, åíüò 1-êüìâïõ (0-êüìâïõ áí�ßó�.) åßíáé 0-êüìâïé (1-êüìâïé áí�éó�.),äçëáäÞ ïé 1-êüìâïé êáé 0-êüìïé åíáëëÜóóïí�áé ìå�áîý �ïõò óå êÜèå ìïíïðÜ�é áðü �çí ñßæáìÝ÷ñé ïðïéïíäÞðï�å êüìâï �ïõ otree.(iii) �á öýëëá �ïõ otree Ý÷ïõí ìéá-ðñïò-ìéá áí�éó�ïé÷ßá ìå �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, êáéäýï êïñõöÝò vi, vj åßíáé ãåé�ïíéêÝò ó�ï ãñÜöçìá G åÜí êáé ìüíï åÜí ï åëÜ÷éó�ïò êïéíüòðñïêÜ�ï÷ïò �ùí öýëëùí ðïõ áí�éóïé÷ïýí ó�éò êïñõöÝò vi êáé vj åßíáé Ýíáò 1-êüìâïò.Ï ïñéóìüò �ïõ Lerhs áðáé�åß ü�é ç ñßæá åíüò otree ðñÝðåé íá åßíáé Ýíáò 1-êüìâïò. ðáñ' üëá áõ�Ü,åÜí ðáñáëåßøïõìå áõ�üí �ïí ðåñéïñéóìü êáé åðé�ñÝøïõìå ç ñßæá íá åßíáé åðßóçò êáé Ýíáò 0-êüìâïò,�ü�å ðáßñíïõìå otrees ó�á ïðïßá üëïé ïé åóù�åñéêïß êüìâïé Ý÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí äýï ðáéäéÜ, êáéó�á ïðïßá ç ñßæá åßíáé Ýíáò 1-êüìâïò åÜí êáé ìüíï åÜí �ï áí�ßó�ïé÷ï ograph åßíáé óõíäåäåìÝíï(äåß�å Ó÷Þìá 3.1).¸ó�ù G Ýíá óõíåê�éêü ograph, êáé Ýó�ù Tco(G) �ï áí�ßó�ïé÷ï otree. Ïñßæïõìå �á áêüëïõèáêüìâùí/êïñõöþí óýíïëá ðÜíù ó�ï otree Tco(G):
◦ Li, ðïõ åßíáé �ï óýíïëï �ùí êüìâùí/êïñõöþí ðïõ âñßóêïí�áé ó�ï i åðßðåäï �ïõ äÝí�ñïõ

Tco(G), êáé
◦ ch(ui), ðïõ åßíáé �ï óýíïëï �ùí ðáéäéþí �ïõ êüìâïõ ui ∈ Tco(G).Ï ðá�Ýñáò åíüò êüìâïõ/êïñõöÞò w ó�ï äÝí�ñï Tco(G) óõìâïëßæå�áé ìå p(w). Ôï Ó÷Þìá 3.1áíáðáñéó�Ü Ýíá otree Tco(G) ìå �á áí�ßóïé÷á óýíïëá åðéðÝäùí. ¸íá óýíïëï S �ùí öýëëùí �ïõäÝí�ñïõ Tco(G), Þ, éóïäýíáìá, Ýíá õðïóýíïëï �ùí êïñõöþí S ⊆ V (G), êáëåß�áé28
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Ó÷Þìá 3.1: (a) ¸íá ograph ìå 7 êïñõöÝò êáé (b) �ï áí�ßó�ïé÷ï otree.
◦ éó÷õñü blok (strong blok) åÜí üëåò ïé êïñõöÝò ó�ï óýíïëï S Ý÷ïõí �ïí ßäéï ðá�Ýñá u ó�ïäÝí�ñï Tco(G), êáé éó÷ýåé h(u) = S.Áðü åäþ êáé ó�ï åîÞò, ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï p(S) ãéá íá äçëþíïõìå �ïí ðá�Ýñá �ùí êïñõöþí �ïõéó÷õñïý blok S, ðïõ �ïí ïíïìÜæïõìå éó÷õñü êüìâï(strong node). óçìåéþó�å ü�é, ï êüìâïò p(S)åßíáé Ýíáò êüìâïò �ïõ äÝí�ñïõ Tco(G). Ó�ï Ó÷Þìá 3.1, �á ìïíáäéêÜ éó÷õñÜ bloks �ïõ äÝí�ñïõ

Tco(G) Ý÷ïõí ó÷çìá�éó�åß áðü �ïõò êüìâïõò u1, u2 êáé u3
. ïé êüìâïé u1 êáé u2 åßíáé éó÷õñïß1-êüìâïé, åíþ ï êüìâïò u3 åßíáé Ýíáò éó÷õñüò 0-êüìâïò.Âáóéæüìåíïé ó�éò äïìéêÝò éäéü�ç�åò åíüò ograph G êáé �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ otree Tco(G), åßíáéåýêïëï íá äåé êáíåßò ü�é �ï áêüëïõèï ëÞììá éó÷ýåé.ËÞììá 3.1. ¸íá ograph G ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá éó÷õñü blok.3.3 Ï Áëãüñéèìïò Õðïëïãéóìïý �ïõ �ëÞèïõò �ùí Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí¸ó�ù Ýíá ograph G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò êáé Ýó�ù �ï otree Tco(G) �ïõ. Ìå óêïðü �ïíõðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï Èåþñç-ìá 1.2. äçëáäÞ, äéáãñÜöïõìå ìéá �õ÷áßá êïñõöÞ x �ïõ óõíüëïõ V (G) êáé üëåò �éò, ðñïóêåßìåíåòó�çí êïñõöÞ x, áêìÝò. Ôþñá �ï óýíïëï êïñõöþí �ïõ ograph G − x, ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé, Ý÷åéìÝãåèïò n− 1.3.3.1 Ï ÁëãüñéèìïòÈÝ�ïõìå åðéãñáöÝò s(v) := dv ãéá êÜèå êïñõöÞ v ∈ V (G)−{x}, üðïõ dv åßíáé ï âáèìüò �çò êïñõöÞò

v ó�ï óõãêåêñéìÝíï ãñÜöçìá G. ïíïìÜæïõìå áõ�Ýò �éò åðéãñáöÝò �ùí êïñõöþí s-åðéãñáöÝò (s-labels).Ï áëãüñéèìïò äïõëåýåé óõññéêíþíïí�áò ìå Ýíáí óõó�çìá�éêü �ñüðï �ïõò éó÷õñïýò êüìâïõò�ïõ otree �ïõ ãñáöÞìá�ïò G − x êáé áíáèÝ�ïí�áò ó�á öýëëá �ïõ äÝí�ñïõ ðïõ Ý÷ïõí ðáñá÷èåßìå �ïí õøçëü�åñï äåßê�ç êïñõöÞò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðïõ åßíáé ðáéäß åíüò éó÷õñïý êüìâïõ (äåß�åÓ÷Þìá 3.2). Ïé óõññéêíþóåéò ðå�õ÷áßíïí�áé õðü �çí Ýííïéá ìéáò óõíÜñ�çóçò, ðïõ ïíïìÜæå�áé, Up-date Replae( ), ç ïðïßá ðáñÜëëçëá åíçìåñþíåé �éò s-åðéãñáöÝò �ùí ðáéäéþí/êïñõöþí �ïõ éó÷õñïýêüìâïõ. Óçìåéþíïõìå ü�é ïé s-åðéãñáöÝò èåùñïýí�áé ùò êáèïëéêÝò ìå�áâëç�Ýò �ïõ áëãïñßèìïõìáò. 29



¸ó�ù u Ýíáò éó÷õñüò êüìâïò �ïõ äÝí�ñïõ Tco(G), êáé Ýó�ù h(u) = {v1, v2, . . . , vp}. ÇóõíÜñ�çóç Update Replae åöáñìüæå�áé ó�ïí êüìâï u, êáé äïõëåýåé ùò åîÞò:
◦ áýîçóå �éò s-åðéãñáöÝò s(v1), s(v2), . . . , s(vp) êá�Ü 1, ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ï êüìâïò u åßíáéÝíáò 1-êüìâïò.
◦ õðïëüãéóå �çí ðáñÜìå�ñï e(u) :=

p−1
∑

i=1

1

s(vi)
.

◦ åíçìÝñùóå �éò s-åðéãñáöÝò s(vp−1) êáé s(vp) �ùí êïñõöþí vp−1 êáé vp, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çíðáñÜìå�ñï e(u).

◦ äéÝãñáøå �éò êïñõöÝò v1, v2, . . . , vp−1 áðü �ï äÝí�ñï Tco(G), êáé áí�éêá�Ýó�çóå �ïí êüìâï uìå �çí êïñõöÞ vp.
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Ó÷Þìá 3.2: ÅöáñìïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò Update Replace(u1, Tco(G)).Ôï Ó÷Þìá 3.2 ðáñïõóéÜæåé �çí åöáñìïãÞ �çò óõíÜñ�çóçò Update Replae ðÜíù ó�ïí êüìâï
u1 ∈ Tco(G). �ñþ�á, õðïëïãßæåé �éò s-åðéãñáöÝò s(v1), s(v2), s(v3) êáé �çí ðáñÜìå�ñï e(u1),ó�ç óõíÝ÷åéá åðáíáõðïëïãßæåé �éò �éìÝò s(v2), s(v3), êáé �åëéêÜ äéáãñÜöåé �éò êïñõöÝò v1 êáé v2,êáé áí�éêáèéó�Ü �ïí éó÷õñü êüìâï u1 ìå �çí êïñõöÞ v3. Ç �õðéêÞ ðåñéãñáöÞ �çò óõíÜñ�çóçòUpdate Replae äßíå�áé ó�ïí Áëãüñéèìï 1.Ó�ç óõíÝ÷åéá ðåñéãñÜöïõìå �ïí áëãüñéèìï Number Spanning Trees ðïõ õðïëïãßæåé �ï ðëÞèïò�ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ograph G . äïõëåýåé ùò åîÞò: ðñþ�á õðïëïãßæåé �ïõò âáèìïýò
di ãéá êÜèå ìéá êïñõöÞ vi ∈ V (G) êáé áíáèÝ�åé åðéãñáöÝò s(vi) := di, 1 ≤ i ≤ n. Ìå�Ü,õðïëïãßæåé �ï ãñÜöçìá G := G − vn, üðïõ vn ∈ V (G), êáé êá�áóêåõÜæåé �ï áí�ßó�ïé÷ï otree
Tco(G). óçìåéþó�å ü�é, ç êïñõöÞ vi åßíáé öýëëï ó�ï äÝí�ñï Tco(G), 1 ≤ i ≤ n− 1. Ó�ç óõíÝ÷åéá,åöáñìüæåé åðáíáëçð�éêÜ �çí óõíÜñ�çóç Update Replae( ) óå êÜèå éó÷õñü êüìâï u, êáé õðïëïãßæåé�éò s-åðéãñáöÝò s(v1), s(v2), . . . , s(vn−1) �ùí êïñõöþí �ïõ äÝí�ñïõ Tco(G). ÔåëéêÜ, õðïëïãßæåé�ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(G) :=

∏n−1
i=1 s(vi). Ç �õðéêÞ ðåñéãñáöÞ �ïõ ðáñáðÜíùáëãïñßèìïõ äßíå�áé ó�ïí Áëãüñéèìï 2.
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Update Replae(u, T )1. Õðïëüãéóå �ï óýíïëï êïñõöþí h(u) = {v1, v2, . . . , vp};2. åÜí u åßíáé 1-êüìâïò �ü�åãéá êÜèå êïñõöÞ vi ∈ h(u) åê�Ýëåóå s(vi) := s(vi) + 1;3. Õðïëüãéóå �çí ðáñÜìå�ñï e(u) :=

p−1
∑

i=1

1

s(vi)
;4. ÅíçìÝñùóå �çí s-åðéãñáöÞ s(vp−1) ùò åîÞò:

s(vp−1) := s(vp−1) · (1 + s(vp) · e(u));5. ÅíçìÝñùóå �çí s-åðéãñáöÞ s(vp) ùò åîÞò:åÜí u åßíáé 0-êüìâïò �ü�å s(vp) :=
s(vp)

1 + s(vp) · e(u)áëëéþò s(vp) :=
s(vp)

1 + s(vp) · e(u)
− 1;6. ÄéÝãñáøå �éò êïñõöÝò v1, v2, . . . , vp−1 áðü �ï äÝí�ñï T , êáéáí�éêá�Ýó�çóå �ïí êüìâï u ìå �çí êïñõöÞ vp;7. ÅðÝó�ñåøå �ï äÝí�ñï ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé;Áëãüñéèìïò 1: Update Replae3.3.2 Ïñèü�ç�á �ïõ ÁëãïñßèìïõÇ ïñèü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ Number Spanning Trees åäñáéþíå�áé ìÝóá áðü �ï Èåþñçìá �ïõðßíáêá-äÝí�ñïõ, Kirhho� (Èåþñçìá 1.2), ðïõ åðÜãåé ü�é �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüòãñáöÞìá�ïò G éóïý�áé ìå ïðïéïíäÞðï�å áðü �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ïõ Kirhho� ðßíáêá.¸ó� G Ýíá ograph ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò êáé Ýó�ù Tco(G) íá åßíáé �ï otree �ïõ ãñáöÞìá-�ïò G ðïõ ðåñéÝ÷åé n êïñõöÝò (öýëëá) êáé k êüìâïõò (åóù�åñéêïýò êüìâïõò). ¸ó�ù L0, L1, . . . , Lh�á óýíïëá åðéðÝäùí �ïõ äÝí�ñïõ Tco(G) êáé Ýó�ù S = {v1, v2, . . . , vp} íá åßíáé Ýíá éó÷õñü blok.óçìåéþó�å ü�é v1, v2, . . . , vp ∈ Lh. Ó÷çìá�ßæïõìå �ïí Kirhho� ðßíáêá K �ïõ ograph G, ðïõ åßíáéÝíáò n× n ðßíáêáò, êáé ó�ç óõíÝ÷åéá õðïëïãßæïõìå �ïí n óõí�åëåó�Þ �ïõ ðßíáêá K. Óçìåéþó�åðùò ï n óõí�åëåó�Þò �ïõ ðßíáêá K éóïý�áé ìå �ïí (n − 1) �Üîçò åëÜóóùí µn

n, äçëáäÞ, ìå �çíïñßæïõóá �ïõ (n − 1)× (n− 1) ðßíáêá Knn ðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ïí ðßíáêá K ìå�Ü �çí äéáãñáöÞ�çò ãñáììÞò n êáé �çò ó�Þëçò n. Áí�éêáèéó�þí�áò �éò �éìÝò s(vi) = di, 1 ≤ i ≤ n− 1, ï ðßíáêáò
Knn ìå�á�ñÝðå�áé

Knn =
















s(v1) . . . (−1)ji

s(vp)

s(vp+1)

s(vp+2)

(−1)ij

. . .
s(vn−1)
















,
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Number Spanning TreesÅßóïäïò: ¸íá ograph G ìå n êïñõöÝò v1, v2, . . . , vn êáé m áêìÝò;¸îïäïò: Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(G) �ïõ ograph G;1. Õðïëüãéóå �ïõò âáèìïýò di ãéá êÜèå êïñõöÞ vi ∈ V (G);2. ÈÝóå s(vi) := di, ãéá 1 ≤ i ≤ n.3. Õðïëüãéóå G := G− vn, üðïõ vn ∈ V (G);4. Êá�áóêåýáóå �ï otree T := Tco(G) �ïõ ograph G;5. Õðïëüãéóå �á óýíïëá L0, L1, . . . , Lh−1;6. ãéá i = h− 1 ìÝ÷ñé �ï 0 åê�Ýëåóåãéá êÜèå êüìâï u ∈ Li åê�Ýëåóå T := Update Replace(u, T );7. Õðïëüãéóå τ(G) :=

n−1∏

i=1

s(vi);Áëãüñéèìïò 2: Number Spanning Treesüðïõ, óýìöùíá ìå �ïí ïñéóìü �ïõ Kirhho� ðßíáêá, ç åðéãñáöÞ s(vi) éóïý�áé ìå �ïí âáèìü �çòêïñõöÞò vi ó�ï ãñÜöçìá G êáé �á ó�ïé÷åßá (−1)ij êáé (−1)ji �ùí ìç-äéáãùíßùí èÝóåùí (i, j) êáé
(j, i) åßíáé êáé �á äýï −1 åÜí ïé êïñõöÝò vi êáé vj åßíáé ãåé�ïíéêÝò ó�ï ãñÜöçìá G êáé éóïýí�áé ìå
0 áëëéþò, 1 ≤ i, j ≤ n− 1.Ï ðßíáêáò Knn áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá ograph G ìå n− 1 êïñõöÝò v1, v2, . . . , vn−1, üðïõ ç êÜèåêïñõöÞ vi Ý÷åé ìéá s-åðéãñáöÞ s(vi) = di, 1 ≤ i ≤ n − 1. Ïé ðñþ�åò p ãñáììÝò �ïõ ðßíáêá Knnáí�éó�ïé÷ïýí ó�éò p êïñõöÝò v1, v2, . . . , vp �ïõ éó÷õñïý blok S. ïé åðüìåíåò (n− 1)− p ãñáììÝòáí�éó�ïé÷ïýí ó�éò êïñõöÝò vp+1, vp+2, . . . , vn−1. Áíáêáëïýìå ü�é, üëåò ïé êïñõöÝò �ïõ éó÷õñïýblok S Ý÷ïõí êïéíü ðá�Ýñá p(S) êáé, åðßóçò, �ïí ßäéï âáèìü ó�ï ãñÜöçìá G. ÄçëáäÞ, éó÷ýåé
di = dj , ãéá êÜèå vi, vj ∈ S.Ó�ç óõíÝ÷åéá åðéêåí�ñþíïõìå �ï åíäéáöÝñïí ìáò ó�ïí õðïëïãéóìü �çò ïñßæïõóáò �ïõ ðßíáêá
Knn, áöïý üðùò öáßíå�áé áðü �ï Èåþñçìá �ïõ ðßíáêá-äÝí�ñïõ, Kirhho� (äåß�å Èåþñçìá 1.2) ü�é

τ(G) = det(Knn). (3.1)Ìå óêïðü íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá det(Knn), îåêéíÜìå åó�éÜæïí�áò �çí ðñïóï÷Þ ìáò ó�éòðñþ�åò p ãñáììÝò êáé p ó�Þëåò �ïõ ðßíáêá Knn êáé äïõëåýïõìå ùò åîÞò: ðñþ�á, ðïëëáðëáóéÜæïõìå�çí ãñáììÞ p �ïõ ðßíáêá Knn ìå -1 êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�éò ãñáììÝò 1, 2, . . . , p−1. �áñá�çñïýìåü�é ó�éò ðñþ�åò p − 1 ãñáììÝò �ïõ ðßíáêá Knn, ìç-ìçäåíéêÝò �éìÝò âñßóêïí�áé ìüíï ó�éò èÝóåéò
(i, i) êáé (i, p), 1 ≤ i ≤ p−1, êáé Ý÷ïõí �éìÝò s(vi) êáé −s(vp), áí�ßó�ïé÷á. Ìå�Ü, óõãêåí�ñþíïõìå�çí ðñïóï÷Þ ìáò ó�çí ìç-ìçäåíéêÝò èÝóåéò (i, p) �ïõ ðßíêáêá Knn, 1 ≤ i ≤ p − 1, êáé åê�åëïýìå�á áêüëïõèá: åÜí ï ðá�Ýñáò p(S) �ïõ éó÷õñïý blok S = {v1, v2, . . . , vp} åßíáé Ýíáò 1-êüìâïò,�ü�å ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ó�Þëç j ìå s(vp)+1

s(vj)+1 êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ó�Þëç p. áëëéþò, ðïë-ëáðëáóéÜæïõìå �çí ó�Þëç j ìå s(vp)
s(vj) êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ó�Þëç p, 1 ≤ j ≤ p− 1. Ôþñá ó�éòðñþ�åò p − 1 ãñáììÝò �ïõ ðßíáêá Knn, ìüíï ïé äéáãþíéåò èÝóåéò (i, i) Ý÷ïõí ìç-ìçäåíéêÝò �éìÝò.Åðéðñüóèå�á, ç p ãñáììÞ ðáñáìÝíåé áìå�Üâëç�ç, êáé üëá �á ìç-ìçäåíéêÜ ó�ïé÷åßá �ùí èÝóåùí

(i, p) �çò ó�Þëçò p, ãéá i = p + 1, p + 2, . . . , n − 1, �á ïðïßá åß÷áí �éìÞ ßóç ìå −1 ó�ïí áñ÷éêüðßíáêá Knn, �þñá Ý÷ïõí �çí ßäéá �éìÞ k = −(1 + (s(vp) + a) ·
∑p−1

i=1
1

s(vi)+a
), üðïõ a = 1 åÜí ïðá�Ýñáò p(S) åßíáé Ýíáò 1-êüìâïò, êáé a = 0 áëëéþò. ÔåëéêÜ, ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ó�Þëç p ìå

− 1
k
êáé �çí ó�Þëç p− 1 ìå −k. 32



Åßíáé óçìáí�éêü íá åðéóçìÜíïõìå ü�é ïé ðáñáðÜíù ðñÜîåéò äåí áëëÜæïõí �çí �éìÞ �çò ïñßæïõóáò�ïõ ðßíáêá Knn. ÅðéðëÝïí, ãéá �ïí ðßíáêá ðïõ ðñïêýð�åé ìå�Ü áðü áõ�Ýò �éò ðñÜîåéò, Ý÷ïõìå ü�é:(i) üëá �á ìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ùí èÝóåùí (i, j), 1 ≤ i ≤ p êáé 1 ≤ j ≤ n− 1, åßíáé ßóá ìå 0,(ii) �á ìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ùí èÝóåùí (i, j), p ≤ i, j ≤ n − 1, Ý÷ïõí �éò áñ÷éêÝò �ïõò �éìÝò,äçëáäÞ, �éò �éìÝò ðïõ åß÷áí ó�ïí áñ÷éêü ðßíáêá Knn, êáé(iii) �á äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ùí èÝóåùí (i, i), 1 ≤ i ≤ p, Ý÷ïõí �éìÝò s′(vi) ïé ïðïßåò åßíáé ßóåò ìå:
s′(vi) = s(vi) + 1, 1 ≤ i ≤ p− 2

s′(vp−1) = (s(vp−1) + 1) · (1 + (s(vp) + 1) · e(u))

s′(vp) =
s(vp) + 1

1 + (s(vp) + 1) · e(u)
− 1åÜí ï êüìâïò u åßíáé Ýíáò 1-êüìâïò, üðïõ e(u) =

∑p−1
i=1

1
s(vi)+1 , êáé

s′(vi) = s(vi), 1 ≤ i ≤ p− 2

s′(vp−1) = s(vp−1) · (1 + s(vp) · e(u))

s′(vp) =
s(vp)

1 + s(vp) · e(u)åÜí ï êüìâïò u åßíáé Ýíáò 0-êüìâïò, üðïõ e(u) =
∑p−1

i=1
1

s(vi)
.¸�óé, áíáð�ýóóïí�áò ùò ðñïò �éò ðñþ�åò p − 1 ãñáììÝò, âñßóêïõìå ü�é ç ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá

Knn ìå�á�ñÝðå�áé óå
det(Knn) =

(
p−1
∏

i=1

s′(vi)

)

·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

s′(vp)

s(vp+1) (−1)ji

s(vp+2)

(−1)ij

. . .
s(vn−1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

(
p−1
∏

i=1

s′(vi)

)

· det(K ′),üðïõ ï ðßíáêáò K ′ åßíáé Ýíáò (n−p)×(n−p) ðßíáêáò ðáñüìïéáò äïìÞò ìå �ïí áñ÷éêü ðßíáêá Knn
.ó�ç ðñáãìá�éêü�ç�á, åßíáé ðáíïìïéü�õðïò ìå �ïí õðïðßíáêá �ïõ áñ÷éêïý ðßíáêá Knn ðïõ ïñßæå�áéáðü �éò ãñáììÝò rows p, p + 1, . . . , n − 1 êáé áðü �éò ó�Þëåò p, p + 1, . . . , n − 1, ìå �çí ìïíáäéêÞäéáöïñÜ íá õðÜñ÷åé ó�çí �éìÞ s′(vp) ðïõ äéáöÝñåé áðü �çí �éìÞ s(vp). Óçìåéþíïõìå ü�é, ï ðßíáêáò

K ′ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá ograph G′ ìå n − p êïñõöÝò, êáé, åðïìÝíùò, ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáéó÷õñü blok (äåß�å Lemma 3.1).¸�óé, åÜí õðïèÝóïõìå (ìå Ýíáí åðáãùãéêü �ñüðï) ü�é ç ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá K ′ ìðïñåßíá åêöñáó�åß ùò �ï ãéíüìåíï êá�Üëëçëùí �éìþí s′′(vp), s
′′(vp+1), . . . , s

′′(vn−1), �ü�å ç ïñßæïõ-óá �ïõ áñ÷éêïý ðßíáêá Knn éóïý�áé ìå �ï ãéíüìåíï áõ�þí �ùí �éìþí ðïëëáðëáóéáæüìåíï ìå�ï ãéíüìåíï �ùí �éìþí s′(v1), s
′(v2), . . . , s

′(vp−1), üðùò áêñéâþò õðïëïãßæåé ï áëãüñéèìïò Span-ning Trees Number ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí óõíÜñ�çóç Update Replae( ). Áõ�ü áðïäåéêíýåé �çíïñèü�ç�á �ïõ áëãüñéèìïý ìáò êáé ìå áõ�üí �ïí �ñüðï ìðïñïýìå íá äéá�õðþóïõìå �ï áêüëïõèïáðï�Ýëåóìá. 33



ËÞììá 3.2. Ï áëãüñéèìïò Number Spanning Trees ïñèÜ õðïëïãßæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþíäÝí�ñùí åíüò ograph G.3.3.3 �ïëõðëïêü�ç�á ×ñüíïõ êáé ×þñïõÓ�ç óõíÝ÷åéá õðïëïãßæïõìå �çí ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ êáé ÷þñïõ �ïõ áëãïñßèìïõ Number Spanning Trees.Áðïäåéêíýïõìå �ï áêüëïõèï ëÞììá.ËÞììá 3.3. Ï áëãüñéèìïò Number Spanning Trees åê�åëåß�áé óå O(n + m) ÷ñüíï, üðïõ n åßíáé�ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí êáé m åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí áêìþí �ïõ äïèÝí�ïò ograph.Áðüäåéîç. Ç êá�áóêåõÞ �ïõ otree Tco(G) åíüò ograph G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò ìðïñåß íáðñáãìá�ïðïéçèåß ìå ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ O(n + m) [29℄. Ï õðïëïãéóìüò �ùí óõíüëùí åðéðÝäïõ
L1, L2, . . . , Lh �ïõ otree Tco(G) ó�ï ÂÞìá 5 �ïõ áëãïñßèìïõ Number Spanning Trees ìðïñåßíá åê�åëåó�åß óå O(n) ÷ñüíï, åöüóïí �ï otree Tco(G) ðåñéÝ÷åé O(n) êüìâïõò. Åðéðñüóèå�á, çóõíÜñ�çóç Update Replace åöáñìüæå�áé óå êáèÝíá áðü �ïõò êüìâïõò �ïõ otree T := Tco(G), êáéü�áí åöáñìüæå�áé óå Ýíáí êüìâï u, ìðïñåß íá åê�åëåó�åß óå O(|h(u)|) ÷ñüíï, üðïõ |h(u)| åßíáéç ðëçèéêü�ç�á �ïõ óõíüëïõ �ùí ðáéäéþí�ïõ êüìâïõ u ó�ï äÝí�ñï T . ÄïèÝí�ïò ü�é �ï ðëÞèïò �ùíêüìâùí �ïõ äÝí�ñïõ T åßíáé O(n), �ï ÂÞìá 6 �ïõ áëãïñßèìïõ Number Spanning Trees áðáé�åß
∑

u∈T |h(u)| ÷ñüíï. ÔåëéêÜ, �ï ÂÞìá 7 ðáßñíåé O(n) ÷ñüíï õðü �ï ïìïéüìïñöï êñé�Þñéï êüó�ïõò(uniform ost riterion), óýìöùíá ìå �ï ïðïßï êÜèå ðñÜîç áðáé�åß ìéá ìïíÜäá ÷ñüíïõ êáé êÜèåêá�á÷ùñç�Þò áðáé�åß ìéá ìïíÜäá ÷þñïõ, ðïõ åðÜãåé ü�é, áíåîÜñ�ç�á áðü �ï ðüóï ìåãÜëïé åßíáéïé áñéèìïß, ìéá áñéèìç�éêïß ðñÜîç ðïõ åìðëÝêïí�áé k áñéèìïß ÷ñåéÜæå�áé O(k) ÷ñüíï êáé ÷þñï.ÅðïìÝíùò, ï áëãüñéèìïò Number Spanning Trees ðáßñíåé O(n + m) ÷ñüíï.Óçìåßùóç 3.1. Ç ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ êáé ÷þñïõ �ïõ áëãüñéèìïý ìáò ìå�ñéÝ�áé óýìöùíáìá �ï ïìïéüìïñöï êñé�Þñéï êüó�ïõò. Õðü �ï êñé�Þñéï áõ�ü êÜèå åðåîåñãáóßá ó�ï ìïí�Ýëï ìáòáðáé�åß ìéá ìïíÜäá ÷ñüíïõ êáé êÜèå êá�á÷ùñç�Þò ìéá ìïíÜäá ÷þñïõ. �áñÜ �ï ãåãïíüò ü�é ïéáñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò åìðåñéÝ÷ïõí ìåãÜëïõ ìåãÝèïõò �õ÷áßïõò áñéèìïýò, ìå�ñÜìå êÜèå ðñÜîç ùòÝíá âÞìá. Ó�çí äéêéÜ ìáò ðåñßð�ùóç �ï ïìïéüìïñöï êüó�ïò åßíáé ðñáãìá�éêü (realisti) åÜí ìéáëÝîç �ïõ õðïëïãéó�Þ ìðïñåß íá áðïèçêåýóåé Ýíáí áêÝñáéï ìåãÝèïõò �ï ðïëý nn−2, üðïõ n �ïðëÞèïò �ùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞìá�ïò (�ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G ìå
n êïñõöÝò åßíáé �ï ðïëý nn−2 . �ï ðëÞñåò ãñÜöçìá Kn Ý÷åé nn−2 óêåëå�éêÜ äÝí�ñá). Óçìåéþó�åðáñ' üëá áõ�Ü ü�é åÜí ç ðïóü�ç�á nn−2 åßíáé ìåãáëý�åñç áðü áõ�Þí ðïõ ìðïñåß íá áðïèçêåõ�åßóå ìéá ëÝîç �ïõ õðïëïãéó�Þ, �ü�å áêüìá êáé �ï ëïãáñéèìéêü êñé�Þñéï êüó�ïõò (�ï ìïí�Ýëï áõ�üëáìâÜíåé õð' üøéí �ï �ï ðåñéïñéóìÝíï ìÝãåèïò ìéáò ðñáãìá�éêÞò èÝóçò (ëÝîçò) ìíÞìçò, ðïõ åßíáéëïãáñéèìéêÞ óå ó÷Ýóç ìå �ïí áñéèìü ðïõ áðïèçêåýåé) åßíáé êá�Ü êÜðïéï �ñüðï ìç-ñåáëéó�éêü, áöïýèåùñåß ü�é äýï áêÝñáéïé áñéèìïß i êáé j ìðïñïýí íá ðïëëáðëáóéáó�ïýí óå ÷ñüíï O(log(i)+ log(j)),ï ïðïßïò äåí åßíáé ãíùó�üò ü�é åßíáé ðñáãìá�ïðïéÞóéìïò (äåß�å [3, 96℄). 2Äåí åßáíé äýóêïëï íá äåé êáíåßò ü�é ï ÷þñïò ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ï áëãüñéèìïò Number Spanning Treesåßíáé O(n + m). Óçìåéþó�å ü�é, �ï otree åíüò ograph ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò ìðïñåß åðßóçòíá êá�áóêåõáó�åß óå ãñáììéêü ÷ñüíï êáé ÷þñï [29℄. ¸�óé, �á áðï�åëÝóìá�á �çò åíü�ç�áò áõ�Þòóõíïøßæïí�áé ó�ï áêüëïõèï èåþñçìá.Èåþñçìá 3.1. Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ograph G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝòìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå O(n + m) ÷ñüíï êáé ÷þñï.
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3.4 ÓõìðåñÜóìá�á�éï ãåíéêÝò êëÜóåéò �Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí üðùò åßíáé ïé êëÜóåéò �ùí P4-reduible êáé �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí, åðéäÝ÷ïí�áé åðßóçò ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜó�áóç. ¸�óé, åßíáé ëïãéêüêáé åðüìåíï íá áíáñù�çèåß êáíåßò åÜí ïé äïìéêÝò éäéü�ç�åò áõ�þí �ùí äåíäñéêþí áíáðáñáó�Üóåùíìðïñïýí íá âïçèÞóïõí ó�çí åîáãùãÞ �ýðùí ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí�ïõò. �ñïò áõ�Þ �çí êá�åýèõíóç ó÷åäéÜó�çêå ï áëãüñéèìïò ðïõ äåß÷íïõìå ó�ï ÊåöÜëáéï 4.¸÷åé áðïäåé÷�åß ü�é Ýíá ìå�áèå�ü (permutation) ãñÜöçìá G[π], ìéá åõñÝùò ãíùó�Þ êëÜóç�Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí, ìðïñåß íá ìå�áó÷çìá�éó�åß óå Ýíá êá�åõèõíüìåíï Üêõêëï ãñÜöçìá êáé,Ýðåé�á, óå Ýíá ñéæùìÝíï äÝí�ñï åîå�Üæïí�áò �çí áí�ßó�ñïöç ó÷Ýóç �ùí ó�ïé÷åßùí �çò ìå�Üèåóçò
π [87℄. Âáóéæüìåíïò êáíåßò óå áõ�Ü �á áðï�åëÝóìá�á, ìðïñåß íá åñåõíçèåß åÜí ç êëÜóç �ùíìå�áèå�þí ãñáöçìÜ�ùí G[π] áíÞêåé ó�çí ïéêïãÝíåéá �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ åðéäÝ÷ïí�áé �ýðïõò ãéá�ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõò. Ôï ðáñáèÝ�ïõìå ùò Ýíá áíïé÷�ü ðñüâëçìá.
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ÊåöÜëáéï 4Õðïëïãéóìüò �ïõ �ëÞèïõò �ùíÓêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí×ñçóéìïðïéþí�áò m-Áðïóýíèåóç
4.1 ÅéóáãùãÞ4.2 (m)-Áðïóýíèåóç êáé Óõññéêíþóéìá ÕðïäÝí�ñá4.3 Ï Áëãüñéèìïò4.4 Ïñèü�ç�á �ïõ Áëãïñßèìïõ4.5 �ïëõðëïêü�ç�á ×ñüíïõ4.6 Õðïëïãéóìüò �ïõ �ëÞèïõò �ùí Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí óå �ñáììéêü ×ñüíï4.7 ÓõìðåñÜóìá�á
4.1 ÅéóáãùãÞ¸íá óêåëå�éêü äÝí�ñï (spanning tree) åíüò óõíåê�éêïý ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáéÝíá (n − 1)-áêìþí óõíåê�éêü õðïãñÜöçìÜ �ïõ. Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñá-öÞìá�ïò (äéê�ýïõ) G, êáëåß�áé åðßóçò ðïëõðëïêü�ç�á (omplexity) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G [10℄, åßíáéÝíá óçìáí�éêü, åõñÝùò ãíùó�ü, ðñüâëçìá ó�çí èåùñßá ãñáöçìÜ�ùí êáé åìöáíßæå�áé óå Ýíá ðëÞ-èïò åöáñìïãþí. Ïé ðéï áîéïóçìåßù�åò ðåñéï÷Ýò åöáñìïãþí åßíáé ç áîéïðéó�ßá äéê�ýùí [84, 99℄,ï õðïëïãéóìüò �çò óõíïëéêÞò áí�ßó�áóçò ìå�áîý ìéáò áêìÞò óå Ýíá çëåê�ñéêü äßê�õï (eletrialnetwork) [13℄, áðáñßèìçóç óõãêåêñéìÝíùí ÷çìéêþí ó�ïé÷åßùí [20℄, êáé áðáñßèìçóç �ùí Eulerianêýêëùí (iruits) óå Ýíá ãñÜöçìá [47℄. ÓõãêåêñéìÝíá, ç áðáñßèìçóç óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åßíáé Ýíáïõóéáó�éêü âÞìá óå ðïëëÝò �å÷íéêÝò ãéá �ïí õðïëïãéóìü, �çí ïñéïèÝ�çóç êáé �çí ðñïóåããéó�éêÞáîéïðéó�ßá äéê�ýùí [25℄ . óå Ýíá äßê�õï ðïõ ìïí�åëïðïéåß�áé áðü Ýíá ãñÜöçìá, ç åíäïåðéêïéíùíßáìå�áîý üëùí �ùí êüìâùí �ïõ äéê�ýïõ åðÜãåé ü�é �ï ãñÜöçìá ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé Ýíá óêåëå�éêüäÝí�ñï êáé, åðïìÝíùò, ç ìåãéó�ïðïßçóç �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åßíáé Ýíáò �ñüðïòãéá �çí ìåãéó�ïðïßçóç �çò áîéïðéó�ßáò. 36



ÅðïìÝíùò, �üóï ãéá èåùñç�éêïýò üóï êáé ãéá ðñáê�éêïýò óêïðïýò, åíäéáöåñüìáó�å ãéá �çíåîáãùãÞ ìáèçìá�éêþí �ýðùí ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñá-öÞìá�ïò G, üðùò åðßóçò êáé ãéá �ï Kn-óõìðëÞñùìá (Kn-omplement) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. åÜí �ïãñÜöçìá G åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ ðëÞñåò ãñáöÞìá�ïò Kn, �ü�å �ï Kn-óõìðëÞñùìá �ïõ ãñá-öÞìá�ïò G, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå Kn−G, ïñßæå�áé ùò �ï ãñÜöçìá ðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ï ãñÜöçìá
Kn äéáãñÜöïí�áò �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G (óçìåéþó�å ü�é, åÜí �ï ãñÜöçìá G Ý÷åé n êïñõöÝò,�ü�å �ï ãñÜöçìá Kn −G óõìðßð�åé ìå �ï ãñÜöçìá G, äçë. �ï óõìðëÞñùìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G).�ïëëÝò ðåñéð�þóåéò Ý÷ïõí ìåëå�çèåß ðïõ åîáñ�þí�áé áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. ¸÷åéìåëå�çèåß ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá åðéãñáöüìåíï ìïñéáêü ãñÜöçìá (labelled moleular graph)[20℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (omplete multipartite graph) [107℄,ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá êõêëéêü ãñÜöçìá (irulant graph) [42, 109℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáéÝíáò êõâéêüò êáé �å�ñáäéêüò êýêëïò (ubi-quadruple yle graph) [108℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáéÝíá threshold ãñÜöçìá [46℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá quasi-threshold ãñÜöçìá [91℄ êáé ÜëëåòðïëëÝò ðåñéð�þóåéò (äåß�å �ï âéâëßï �ïõ Berge [9℄ ãéá ìéá Ýêèåóç �ùí âáóéêþí áðï�åëåóìÜ�ùí .äåß�å åðßóçò [24, 67, 93, 91, 94, 100, 106, 107℄).Ï óêïðüò �çò óõãêåêñéìÝíïõ êåöáëáßïõ åßíáé íá ìåëå�Þóåé �ï ãåíéêü ðñüâëçìá �çò åýñåóçò�ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìá�ïò. �áñáäïóéáêÜ, �ï ðëÞèïò�ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò õðïëïãßæå�áé õðü �çí Ýííïéá �ïõ êëáóéêïý ÈåùñÞìá�ïò�ïõ ðßíáêá-äÝí�ñïõ, Kirhho� (Kirhho� matrix tree theorem) [10, 47℄, ðïõ åêöñÜæåé �ï ðëÞèïò�ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G óå ó÷Ýóç ìå �çí ïñßæïõóá åíüò ofator �ïõ Kirhho�ðßíáêá (åðßóçò ãíùó�ü ùò Laplaian ðßíáêá) ðïõ ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß åýêïëá áðü �ç ó÷Ýóçãåé�íßáóçò (ðßíáêáò ãåé�íßáóçò, ëßó�á ãåé�íßáóçò, ê.�.ë.) áðü �ï ãñÜöçìá G. ¸�óé ç áðáñßèìçóç�ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí áðëïðïéåß�áé ó�ïí õðïëïãéóìü �çò ïñßæïõóáò åíüò ((n − 1) × (n − 1))-ìåãÝèïõò ðßíáêá, üðïõ n åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìá�ïò. Áõ�Þç ðñïóÝããéóç Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá �çí áðáñßèìçóç �ùí äÝí�ñùí óå ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜ�ùí(äåß�å [9, 41, 93, 107℄), áëëÜ áðáé�åß Θ(n2.376) áñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò ó�éò �éìÝò �ïõ ðßíáêá êáé
Θ(n2) ÷þñï [27℄ . ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á, áõ�üò ï áëãüñéèìïò ðïõ åðé�õã÷Üíåé �çí óõãêåêñéìÝíçðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ êáé ÷þñïõ åìöáíßæåé Ýíáí ìåãÜëïõ ìåãÝèïõò ó�áèåñü ðáñÜãïí�á Ý�óé þó�åãéá ðñáê�éêïýò óõíäõáó�éêïýò õðïëïãéóìïýò ï áðëüò O(n3)-÷ñüíïõ áëãüñéèìïò áðïäåéêíýå�áé çðñïöáíÞò ëýóç. Áîßæåé íá óçìåéùèåß åðßóçò, ü�é óå ìåñéêÝò åéäéêÝò ðåñéð�þóåéò ç ïñßæïõóá ìðïñåßíá õðïëïãéó�åß óå O(n1.5) ÷ñüíï, ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï åðßðåäï äéá÷ùñéó�éêü èåþñçìá [74℄. Óåëßãåò ðåñéð�þóåéò, �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò Ý÷åé õðïëïãéó�åß ÷ùñßò �çíáðï�ßìçóç ìéáò ïñßæïõóáò. Ïé Colbourn et al. ó�çí åñãáóßá [26℄ Ý÷ïõí ðñï�åßíåé Ýíáí áëãüñéèìïðïõ �ñÝ÷åé óå O(n2) ÷ñüíï ãéá Ýíá n-êïñõöþí åðßðåäï ãñÜöçìá. Ï áëãüñéèìüò �ïõò âáóßæå�áéóå êÜðïéïõò óõãêåêñéìÝíïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò (ãíùó�ïß ùò delta wye �å÷íéêÞ) ðïõ ìðïñïýí íáåöáñìïó�ïýí óå åðßðåäá ãñáöÞìá�á. äõó�õ÷þò, åßíáé äýóêïëï íá ìåëå�Þóåé êáíåßò �Ý�ïéõò Þ Üëëïõåßäïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò óå ãåíéêÜ ãñáöÞìá�á (ðÝñá �ùí åðßðåäùí ãñáöçìÜ�ùí).Ìå óêïðü �çí áðüê�çóç ìéáò áðï�åëåóìá�éêÞò åðßëõóçò ãéá �ï ðñüâëçìá, åêìå�áëåõüìáó�å�çí m-áðïóýíèåóç (Ýíáò �ñüðïò áðïóýíèåóçò �ïõ ãñáöÞìá�ïò ðïõ óõó÷å�ßæåé �ï ãñÜöçìá ìå �áìÝãéó�á ïììïãåíÞ óýíïëá{maximal homogeneous sets) �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìá�ïò G êáé óõ-ãêåêñéìÝíá �éò éäéü�ç�åò �ïõ md-äÝí�ñïõ �ïõ. Ï áëãüñéèìüò ìáò ó�çñßæå�áé óå ðñÜîåéò óõó�ïëþíðÜíù óå äÝí�ñá (tree ontration operations) ðïõ åöáñìüæïí�áé ìå Ýíáí óõó�çìá�éêü �ñüðï áðüêÜ�ù ðñïò �á ðÜíù Ý�óé þó�å íá óõññéêíþóåé �ï md-äÝí�ñï �ïõ ãñáöÞìá�ïò G óå Ýíá ìïíáäéêüêüìâï, åíþ �áõ�ü÷ñïíá óõãêåêñéìÝíïé ðáñÜìå�ñïé åíçìåñþíïí�áé êá�Üëëçëá. ç åíçìÝñùóç ïõóéá-ó�éêÜ ðñáãìá�ïðïéåß ìå�áó÷çìá�éóìïýò ðÜíù ó�ïõò óõí�åëåó�Ýò �ïõ Kirhho� �ßíáêá ðñïò �çíáðï�ßìçóç �çò ïñßæïõóáò. Áêüìá, �ï ãåãïíüò ü�é áó÷ïëïýìáó�å ìå áõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò{modules(äçëáäÞ, êÜèå êïñõöÞ åê�üò �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäïò åßíáé ãåé�ïíéêÞ åß�å óå üëåò åß�å óå êáìßááðü �éò êïñõöÝò ðïõ âñßóêïí�áé ìÝóá ó�çí áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá) ìáò åðé�ñÝðåé íá êåñäßóïõìå �çíðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ O(n2.376) ãéá ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò ãñáöçìÜ�ùí. Ó�ï �Ýëïò, �ï ðëÞèïò37



�ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G áðïê�Ü�áé ùò �ï ãéíüìåíï n áñéèìþí, üðïõ n åßíáé�ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. áõ�üò ï ðïëëáðëáóéáóìüò áðáé�åß O(n) ÷ñüíï õðü�ï ïìïéüìïñöï êüó�ïõò êñé�Þñéï (uniform ost riterion) [3, 96℄. Ï áëãüñéèìüò ìáò åßíáé åýêïëáðñáãìá�ïðïéÞóéìïò. ç ïñèü�ç�Ü �ïõ åäñáéþíå�áé ìå �ïí �ñüðï �ïõ ÈåùñÞìá�ïò �ïõ ðßíáêá-äÝí�ñïõ,Kirhho�, ìáæß ìå êëáóéêÝò �å÷íéêÝò áðü �çí ãñáììéêÞ Üëãåâñá êáé �çí èåùñßá ðéíÜêùí.�éï óõãêåêñéìÝíá, ãéá ïñéóìÝíåò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí, ç äïìÞ �ùí md-äÝí�ñùí �ïõò (êáé ó�çíðñáãìá�éêü�ç�á �ùí ðñþ�ùí ãñáöçìÜ�ùí �ïõò) ìáò åðéâåâáéþíåé ü�é êÜèå êüìâïò �ïõ äÝí�ñïõìðïñåß íá åðåîåñãáó�åß óå ãñáììéêü ÷ñüíï ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ óõññéêíùìÝíïõ ìÝñïõò �ïõäÝí�ñïõ. Ý�óé, åöüóïí �ï md-äÝí�ñï åíüò ãñáöÞìá�ïò ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß óå ÷ñüíï êáé ÷þñïãñáììéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ ãñáöÞìá�ïò [30, 80℄, ç åðåîåñãáóßá ïëüêëçñïõ �ïõ md-äÝí�ñïõêáé óõíåðþò �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðáßñíåé ÷ñüíï ãñáììéêü êáé ÷þñï ãñáììéêü ùòðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìá�ïò. ÔÝ�ïéåò êëÜóåéò åßíáé ïé êëÜóåéò �ùí tree-ographs, (q, q − 4)-ãñáöçìÜ�ùí ãéá ó�áèåñü q, êáé P4-tidy ãñáöçìÜ�ùí, ìáæß ìå �éò ðïéêßëëåòõðïêëÜóåéò �ïõò, üðùò åßíáé, �á ographs, �á P4-reduible, �á extended P4-reduible, �á P4-sparse,�á P4-lite, �á P4-extendible, êáé �á extended P4-sparse ãñáöÞìá�á. Áõ�Ýò ïé êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùíÝ÷ïõí ìåëå�çèåß áðü ðïëëïýò óõããñáöåßò ó�ï ðáñåëèüí (äåß�å [5, 35, 39, 59, 62℄), ðïõ Ýâãáëáíó�çí åðéöÜíåéá �éò äïìéêÝò êáé áëãïñéèìéêÝò �ïõò éäéü�ç�åò. Ôï êßíç�ñü Ýñ÷å�áé áðü �ï ãåãïíüò ü�éáõ�Ýò ïé êëÜóåéò �ùí ãñáöçìÜ�ùí Ý÷ïõí ëßãá Ü÷ïñäá ìïíïðÜ�éá �åóóÜñùí êïñõöþí(ãíùó�Ü ùò
P4), ðïõ �éò êÜíåé íá åìöáíßæïí�áé óå ðïëëÝò ðñáãìá�éêÝò åãáñìïãÝò, ð.÷., óå ÷ñïíïäéáãñÜììá�á(äåß�å [6℄).Ôï êåöÜëáéï åßíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Ó�çí äåý�åñç åíü�ç�á åäñáéþíïõìå �çí óçìåéïãñáößáêáé �çí ïñïëïãßá ìáò êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á. Ó�çí �ñß�ç åíü�ç�á ðåñéãñÜ-öïõìå �ïí áëãüñéèìï ðïõ êáèïñßæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò �õ÷áßïõ ãñáöÞìá�ïò.Ó�çí �Ý�áñ�ç åíü�ç�á áðïäåéêíýïõìå �çí ïñèü�ç�Ü �ïõ, åíþ ó�çí ðÝìð�ç åíü�ç�á õðïëïãßæïõìå�çí ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ êáé ÷þñïõ. Ó�çí Ýê�ç åíü�ç�á äåß÷íïõìå ü�é �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�é-êþí äÝí�ñùí ãéá ìåñéêÝò êëÜóåéò �Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ãñáììéêü ÷ñüíï.ÔÝëïò ó�çí Ýâäïìç åíü�ç�á, óõíïøßæïõìå �ï êåöÜëáéï êáé ðáñáèÝ�ïõìå ðéèáíÝò åðåê�Üóåéò.4.2 m-Áðïóýíèåóç êáé Óõññéêíþóéìá ÕðïäÝí�ñá¸íá õðïóýíïëï M �ùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞìá�ïò G áíáöÝñå�áé ùò áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (mod-ule) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, åÜí êÜèå êïñõöÞ åê�üò �ïõ óõíüëïõ M åßíáé, åß�å ãåé�ïíéêÞ óå üëåò�éò êïñõöÝò �ïõ M , åß�å óå êáìßá áðü áõ�Ýò. Ôï êåíü óýíïëï, �á ìïíïóýíïëá êáé �ï óýíïëïêïñõöþí V ëÝãïí�áé �å�ñéììÝíåò áõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò êáé ü�áí �ï ãñÜöçìá G Ý÷åé ìüíï �å�ñéì-ìÝíåò áõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò �ü�å áíáöÝñå�áé ùò ðñþ�ï ãñÜöçìá (prime graph Þ indeomposable).Ìéá ìç-�å�ñéììÝíç áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ïíïìÜæå�áé åðßóçò êáé ïìïãåíÝò óýíïëï (homogeneous set).¸íá ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá åßíáé Ýíá ðñþ�ï ãñÜöçìá, áöïý äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá �å�ñéììÝíçáõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá. ÅðéóçìÜíïõìå ü�é Ýíá Ü÷ïñäï ìïíïðÜ�é ìå n ≥ 4 êïñõöÝò êáé Ýíáò Ü÷ïñäïòêýêëïò ìå n ≥ 5 êïñõöÝò åßíáé ðñþ�á ãñáöÞìá�á. ÅðéðëÝïí, ìéá áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M �ïõ ãñáöÞ-ìá�ïò G ïíïìÜæå�áé éó÷õñÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (strong module) åÜí ãéá êÜèå ìßá áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá
M ′ 6= M �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, åß�å éó÷ýåé M ′ ∩M = ∅ åß�å éó÷ýåé M ′ ⊂M .Ç m-áðïóýíèåóç (modular deomposition) åíüò ãñáöÞìá�ïò G áíáðáñßó�á�áé áðü Ýíá äÝí�ñï
T (G) �ï ïðïßï ïíïìÜæïõìåmd-äÝíäñï �ïõ ãñáöÞìá�ïò G (modular deomposition tree). �á öýëëá�ïõ äÝí�ñïõ T (G) åßíáé ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G åíþ êÜèå åóù�åñéêüò êüìâïò t áí�éó�ïé÷åßóå ìéá éó÷õñÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ðïõ óõìâïëßæå�áé M(t) êáé åðÜãå�áé áðü �ï óýíïëï �ùí êïñõ-öþí/öýëëùí �ïõ õðïäÝí�ñïõ ìå ñßæá �ïí t. ¸�óé �ï äÝí�ñï T (G) áíáðáñéó�Ü üëá �éò éó÷õñÝòáõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. ÊÜèå åóù�åñéêüò êüìâïò åðéãñÜöå�áé ìå P ãéá ðáñÜë-ëçëç áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (parallel module), Þ ìå S ãéá óåéñéáêÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (series module),38



v1
v5

v8

v2 v6

v3

v9

v7
v4

v11 v10

v15
v12

v14 v13

PN
b

v1

b

v2

P
b

v3

b

v4

b

v5

b

v6

b

v7

P
b

v8

b

v9

S
b

v10

N
b

v11

b

v12

b

v13

b

v14

b

v15(a) (b)Ó÷Þìá 4.1: (a) Ýíá ãñÜöçìá êáé (b) �ï md-äÝí�ñï �ïõ.Þ ìå N ãéá ãåé�ïíéêÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (neighborhood module). H áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ðïõ áí�é-ó�ïé÷åß óå Ýíáí P-êüìâï åðÜãåé Ýíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, áõ�Þ �ïõS-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðïõ �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáéÝíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá êáé áõ�Þ �ïõ N-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá �ïõãñáöÞìá�ïò G ðïõ �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáé åðßóçò Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá. Ôï Ó÷Þìá 4.1äåß÷íåé Ýíá ãñÜöçìá êáé �ï md-äÝí�ñï �ïõ.�éï óõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù t Ýíáò åóù�åñéêüò êüìâïò �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò t Ý÷åéðáéäéÜ t1, t2, . . . , tp, �ü�å ïñßæïõìå �ï áí�éðñïóùðåõ�éêü ãñÜöçìá G(t) (representative graph) ùòáêïëïýèùò:
◦ V (G(t)) = {t1, t2, . . . , tp}, and
◦ E(G(t)) = {titj | vivj ∈ E(G), vi ∈M(ti) êáé vj ∈M(tj)}.Óçìåéþíïõìå ü�é åî' ïñéóìïý �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò, åÜí ìéá êïñõöÞ �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò

M(ti) åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå ìéá Üëëç êïñõöÞ �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(tj) �ü�å êÜèå êïñõöÞ �çòáõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(ti) åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå êÜèå êïñõöÞ �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(tj). ¸�óé,�ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé éóüìïñöï ìå �ï ãñÜöçìá ðïõ åðÜãå�áé áðü Ýíá õðïóýíïëï �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(t) óõññéêíþíïí�áò óå ìéá êïñõöÞ êÜèå ìÝãéó�ç áõ�ï�åëÞò-õðïìïíÜäá �çò M(t) ó�ïäÝí�ñï T (G). Ôü�å: (i) åÜí ï êüìâïò t åßíáé Ýíáò P-êüìâïò, �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ÷ùñßò-áêìÝòãñÜöçìá, (ii) åÜí ï êüìâïò t åßíáé Ýíáò S-êüìâïò, �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá, êáé(iii) åÜí ï êüìâïò t åßíáé N-êüìâïò, �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðñþ�ï ãñÜöçìá.Ôï md-äÝí�ñï T (G) åíüò ãñáöÞìá�ïò G êá�áóêåõÜæå�áé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò: ïé ðáñÜëëçëåòáõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò áðïóõí�ßèåí�áé ó�éò óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò �ïõò (onneted omponents), ïéóåéñéáêÝò áõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò ó�éò ìç-óõíåê�éêÝò óõíéó�þóåò �ïõò (o-onneted omponents), êáéïé ãåé�ïíéêÝò áõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò ó�éò éó÷õñÝò áõ�ï�åëåßò-õðïìïíÜäåò �ïõò (strong submodules).Ç áðï�åëåóìá�éêÞ êá�áóêåõÞ �ïõ md-äÝí�ñïõ åíüò ãñáöÞìá�ïò Ý÷åé äå÷èåß ðïëý ìåãÜëç ðñïóï÷Þ.ÕðÜñ÷åé Ýíá ðëÞèïò áðü O(n4), O(n3), O(mn), êáé O(n2) áëãïñßèìïõò ãéá �çí åýñåóç �ïõ md-äÝí�ñïõ, üðùò åßíáé �ùí Buer êáé M�ohring [19℄, Golumbi [43℄, Habib êáé Maurer [45℄, MConnell[78℄, Muller êáé Spinrad [83℄, ìåñéêïß áðü �ïõò ïðïßïõò åßíáé ãéá óõãêåêñéìÝíåò Þ ãåíéêü�åñåòðåñéð�þóåéò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Áðü �ï 1994, åßíáé ðëÝïí ãíùó�ü ðùò ãéá ïðïéïäÞðï�å ãñÜöçìá
G �ï md-äÝí�ñï T (G) åßíáé ìïíáäéêü ùò ðñïò �ïí éóïìïñöéóìü êáé ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åßóå ãñáììéêü ÷ñüíï [30, 33, 79, 80℄. Óçìåéþíïõìå ü�é åÜí �ï äÝí�ñï T (G) äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíáåóù�åñéêü N -êüìâï, �ü�å �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ograph (P4-free ãñÜöçìá) êáé �ï äÝí�ñï T (G)åßíáé �ï áí�ßó�ïé÷ï otree (ïé P-êüìâïé êáé ïé S-êüìâïé �ïõ T (G) åßíáé áêñéâþò ïé 0-êüìâïé êáé1-êüìâïé, áí�ßó�ïé÷á, �ïõ otree). 39



¸ó�ù ï êüìâïò t íá åßíáé Ýíáò N-êüìâïò. Ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é åÜí �ï ðñþ�ï ãñÜöçìá
G(t) áíÞêåé óå ìéá ïéêïãÝíåéá F áðü ãñáöÞìá�á �ü�å ç åðåîåñãáóßá �ïõ ðáßñíåé ÷ñüíï ãñáììéêüùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(t) . áõ�ü óõìðåñáßíåé ü�é åÜí üëá �á ðñþ�á ãñáöÞìá�áåíüò ãñáöÞìá�ïò G áíÞêïõí ó�çí ïéêïãÝíåéá F �ü�å �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõãñáöÞìá�ïò G ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ÷ñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ ãñáöÞìá�ïò
G. Ç ïéêïãÝíåéá F ðåñéÝ÷åé áñáéÜ áñá÷íïåéäÝò ãñáöÞìá�á, ðñþ�á äÝí�ñá, Ü÷ïñäïõò êýêëïõò, êáé�á óõìðëçñþìá�Ü �ïõò. ïíïìÜæïõìå áõ�Ü �á ãñáöÞìá�á âáóéêÜ ãñáöÞìá�á (basi graphs). ¸íáðñþ�ï ãñÜöçìá ðïõ äåí âñßóêå�áé ó�çí ïéêïãÝíåéá F ïíïìÜæå�áé ìç-âáóéêü ãñÜöçìá (non-basigraph).Ó�ç óõíÝ÷åéá, åéóÜãïõìå �ïõò ïñéóìïýò �ùí ìç-âáóéêïý êüó�ïõò åíüò ãñáöÞìá�ïò êáé �çíÝííïéá �ùí óõññéêíþóéìùí õðïäÝí�ñùí �ïõ md-äÝí�ñïõ �á ïðïßá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ó�ïí áëãü-ñéèìü ìáò.Ïñéóìüò 4.1. ¸ó�ù F íá åßíáé ç ïéêïãÝíåéá �ùí âáóéêþí ãñáöçìÜ�ùí, G Ýíá ãñÜöçìá, T (G) �ïmd-äÝí�ñï �ïõ, êáé Ýó�ù α(G) = {t1, t2, . . . , ts′} íá åßíáé �ï óýíïëï �ùí N -êüìâùí �ïõ äÝí�ñïõ
T (G) �Ý�ïéá þó�å �á áí�éðñïóùðåõ�éêÜ ãñáöÞìá�á G(t1), G(t2), . . . , G(ts′) íá ìçí åßíáé ó�çí ïé-êïãÝíåéá F . Ïñßæïõìå �ï ìç-âáóéêü êüó�ïò (non-basi ost) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ùò �çí �éìÞ
φ(G) =

∑

t∈α(G) |V (Gt)|2.376 =
∑

t∈α(G) |h(t)|2.376, üðïõ h(t) äçëþíåé �ï óýíïëï �ùí ðáéäéþí�ïõ êüìâïõ t ó�ï äÝí�ñï T (G).Äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé êáíåßò ü�é ãéá Ýíá n-êïñõöþí ãñÜöçìá G, Ý÷ïõìå ü�é φ(G) = O(n2.376)
. ãéá Ýíá n-êïñõöþí ograph G Ý÷ïõìå φ(G) = 0.Óå ãåíéêÝò ãñáììÝò, êÜíïí�áò ÷ñÞóç �çò m-áðïóýíèåóçò ãéá �çí åðßëõóç åíüò áëãïñéèìé-êïý ðñïâëÞìá�ïò ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß áñêå�Ü åíäéáöÝñïí. ¸íáò �õðéêüò (äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå)áëãüñéèìïò ðïõ åñåõíÜ �çí m-áðïóýíèåóç Ý÷åé óõ÷íÜ �çí áêüëïõèç äïìÞ: ðñþ�á, ï áëãüñéèìïòêá�áóêåõÜæåé �ï md-äÝí�ñï T (G) �ïõ äïèÝí�ïò ãñáöÞìá�ïò G ÷ñçóéìïðïéþí�áò Ýíáí áðü �ïõòãíùó�ïýò ãñáììéêïýò áëãüñéèìïõò [30, 33, 79℄ . ó�ç óõíÝ÷åéá, ìå Ýíáí áðü êÜ�ù ðñïò �á ðÜíù�ñüðï ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé ãéá êÜèå êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ T (G) �çí âÝë�éó�ç �éìÞ ãéá �ïõðïãñÜöçìá G[M(t)] �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðïõ åðÜãå�áé áðü �ï óýíïëï üëùí �ùí öýëëùí �ïõ õðï-äÝí�ñïõ �ïõ äÝí�ñïõ T (G) ìå ñßæá �ïí êüìâï t. ¸�óé ï õðïëïãéóìüò îåêéíÜåé áðü �çí áíÜèåóç�ùí âÝë�éó�ùí �éìþí ó�á öýëëá. Ìå�Ü, ï áëãüñéèìïò õðïëïãßæåé �çí âÝë�éó�ç �éìÞ ãéá êÜèå åóù-�åñéêü êüìâï t ÷çóéìïðïéþí�áò �éò âÝë�éó�åò �éìÝò áðü üëá �á ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ t êáé ìå âÜóç�çí åðéãñáöÞ (Þ �ïí �ýðï) �ïõ êüìâïõ. ÔåëéêÜ, ç âÝë�éó�ç �éìÞ �çò ñßæáò �ïõ äÝí�ñïõ T (G) åßíáéêáé ç âÝë�éó�ç �éìÞ ãéá �ï ðñüâëçìá �ïõ äïèÝí�ïò ãñáöÞìá�ïò G.Ìå áõ�üí �ïí �ñüðï, ãéá íá êáèïñßóïõìå Ýíáí �Ý�ïéïõ åßäïõò áëãüñéèìï, âáóéóìÝíïõ ó�çí m-áðïóýíèåóç (modular deomposition based algorithm), ðñÝðåé ìüíï íá ðåñéãñÜøïõìå �ïí �ñüðïðïõ êáèïñßæïõìå �éò �éìÝò ó�á öýëëá êáé ðïéïí �ýðï åöáñìüæïõìå Þ ðïéï õðïðñüâëçìá åðéëýïõìåó�ïõò P-êüìâïõò, S-êüìâïõò, êáé N-êüìâïõò ÷ñçóéìïðïéþí�áò ùò åßóïäï �éò �éìÝò üëùí �ùíðáéäéþí �ïõò (ãéá ðåñéóóü�åñåò ëåð�ïìÝñåéåò äåß�å [18℄).Ïñéóìüò 4.2. ¸ó�ù Ýíá äÝí�ñï T . ¸íá õðïäÝí�ñï ìå ñßæá Ýíáí êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ T åßíáéóõññéêíþóéìï õðïäÝí�ñï (ontratible subtree) åÜí êáé ìüíï åÜí üëá �á ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ t åßíáéöýëëá �ïõ äÝí�ñïõ T .Âáóéæüìåíïé ó�éò äïìéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) åíüò ãñáöÞìá�ïò G, åßíáé åýêïëï íáäïýìå ü�é �ï ãñÜöçìá G Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá óõññéêíþóéìï õðïäÝí�ñï.
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4.3 Ï ÁëãüñéèìïòÌå óêïðü �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G ìå êïñõöÝò
v1, v2, . . . , vn, ÷ñçóéìïðïéïýìå �ï Èåþñçìá 1.2: äéáãñÜöïõìå ìéá �õ÷áßá êïñõöÞ vn ∈ V (G) êáéüëåò �éò ðñïóêåßìåíåò óå áõ�Þí áêìÝò, óõó÷å�ßæïõìå êÜèå ìéá áðü �éò õðüëïéðåò êïñõöÝò ìå ìéá
s-�éìÞ ç ïðïßá áñ÷éêïðïéåß�áé ó�ïõò âáèìïýò �ùí êïñõöþí ó�ï ãñÜöçìá G, êáé êá�áóêåõÜæïõìå�ï md-äÝí�ñï �ïõ ãñáöÞìá�ïò G − vn

. ó�ç óõíÝ÷åéá, ìå Ýíáí áðü êÜ�ù ðñïò �ïí ðÜíù �ñüðï,åðåîåñãáæüìáó�å êÜèå Ýíá áðü �á óõññéêíþóéìá õðïäÝí�ñá �ïõ äÝí�ñïõ êáé �á óõññéêíþíïõìåóå Ýíá öýëëï-êüìâï ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ïí õøçëü�åñç äåßê�ç êïñõöÞò/öýëëïõ, åíþ �áõ�ü÷ñïíáåíçìåñþíïõìå �éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí/öýëëùí. åí�Ýëåé, ïëüêëçñï �ï äÝí�ñï ìå�á�ñÝðå�áé óå ìéáìïíáäéêÞ êïñõöÞ/öýëëï, êáé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G éóïý�áé ìå �ïãéíüìåíï �ùí �åëéêþí �éìþí �ùí s-�éìþí áðü üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ V (G) − {vn}.ÊÜèå óõíÜñ�çóç, ðïõ óõññéêíþíåé �ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ïí êüìâï t, áðï�åëåß�áé áðü �éòáêüëïõèåò �ñåéò âáóéêÝò öÜóåéò:
⊲ ÖÜóç õðïëïãéóìïý : õðïëïãßæåé �éò s-�éìÝò �ùí ðáéäéþí �ïõ êüìâïõ t, ìå Ýíáí êá�Üëëçëï�ñüðï ðïõ åîáñ�Ü�áé áðü �ïí �ýðï �ïõ êüìâïõ t êáé �ï ãñÜöçìá G(t) (äåß�å ÂÞìá 2 �çòóõíÜñ�çóçò Contrat-Parallel Series).
⊲ ÖÜóç åíçìÝñùóçò: ó�ç óõíÝ÷åéá, óå Ýíá äåý�åñï âÞìá, åöáñìüæå�áé ìéá åíçìÝñùóç �ùí s-�éìþí �ùí äýï õøçëü�åñùí äåéê�þí �ùí êïñõöþí, ÷ñçóéìïðïéþí�áò Ýíá êá�Üëëçëï Üèñïéóìá�ùí s-�éìþí �çò öÜóçò õðïëïãéóìïý (äåß�å ÂÞìá 3 �çò óõíÜñ�çóçò Contrat-Parallel Series).
⊲ ÖÜóç óõó�ïëÞò: �åëéêÜ, óõññéêíþíåé óå ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ vp �ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ïíêüìâï t (äåß�å ÂÞìá 4 �çò óõíÜñ�çóçò Contrat-Parallel Series).Êáëïýìå áõ�ïý �ïõ åßäïõò �éò óõíáñ�Þóåéò óõíáñ�Þóåéò óõó�ïëÞò (ontration funtions). Ïáëãüñéèìïò ðïõ õðïëïãßæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G äßíå�áé ìåëåð�ïìÝñåéá ó�ïí Áëãüñéèìï 3 . �ï óõãêåêñéìÝíï ãñÜöçìá G èåùñåß�áé ü�é åßíáé óõíåê�éêü (áë-ëéþò äåí Ý÷åé êáíÝíá óêåëå�éêü äÝí�ñï). ÅðéðëÝïí, óçìåéþíïõìå ü�é ïé s-�éìÝò åßíáé êáèïëéêÝòìå�áâëç�Ýò.Ïé óõññéêíþóåéò ãßíïí�áé ìå �çí âïÞèåéá äýï óõíáñ�Þóåùí: �çò óõíÜñ�çóçò Contrat-Parallel Series,ðïõ åöáñìüæå�áé óå Ýíáí óõññéêíþóéìï P-êüìâï Þ S-êüìâï, êáé �çò óõíÜñ�çóçò Handle-N node,ðïõ åöáñìüæå�áé óå Ýíá óõññéêíþóéìï N-êüìâï. Áñ÷éêÜ ç óõíÜñ�çóç áõîÜíåé �éò s-�éìÝò �ùíêïñõöþí v1, v2, . . . , vp êá�Ü 1, ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ ï åóù�åñéêüò êüìâïò t åßíáé Ýíáò S-êüìâïò.Ôü�å õðïëïãßæåé Ýíá óõãêåêñéìÝíï Üèñïéóìá �ùí s-�éìþí �ùí êïñõöþí ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �á ðáé-äéÜ/öýëëá �ïõ êüìâïõ, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá �çí åíçìÝñùóç �ùí s-�éìþí �ùí äýï õøçëü�åñùíäåéê�þí êïñõöþí, vp−1 êáé vp. Ôåëéêþò, óõññéêíþíåé �ï õðïäÝí�ñï ðïõ ñéæþíå�áé ó�ïí P-êüìâïÞ S-êüìâï t ó�çí êïñõöÞ vp. Ç �õðéêÞ ðåñéãñáöÞ �çò óõíÜñ�çóçò Contrat-Parallel Series äßíå�áéðáñáêÜ�ù:¸ó�ù t Ýíáò N-êüìâïò ðïõ åßíáé ç ñßæá åíüò óõññéêíþóéìïõ õðïäÝí�ñïõ. ¼ðùò ðñïáíáöÝñèçêå,åÜí �ï áí�éðñïóùðåõ�éêü ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá (äçëáäÞ, áíÞêåé ó�çí ïéêïãÝíåéá

F) �ü�å ìðïñïýìå íá ÷åéñéóï�ýìå �çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ óå ÷ñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõãñáöÞìá�ïò G(t). ÅÜí �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ìç-âáóéêü ãñÜöçìá, åîáêïëïõèïýìå íá óõñ-ñéêíþíïõìå �ï õðïäÝí�ñï (óå õðÝñ-ãñáììéêü áëëÜ ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï). Ç áêüëïõèç óõíÜñ�çóç÷åñßæå�áé áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç.4.3.1 Åðåîåñãáóßá �ùí Âáóéêþí N-êüìâùí¸ó�ù t Ýíáò N-êüìâïò �ïõ äÝí�ñïõ T (G) êáé éó÷ýåé Gt ∈ F . �ñþ�á, ÷ñåéáæüìáó�å íá áíáãíùñß-óïõìå óå ðïéá êëÜóç �çò ïéêïãÝíåéáò F �ï ãñÜöçìá G(t) áíÞêåé. �éï �õðéêÜ,41



Spanning Trees-NumberÅßóïäïò:¸íá óõíåê�éêü ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò v1, v2, . . . , vn êáé m áêìÝò.¸îïäïò: Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(G) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G.1. ãéá êÜèå êïñõöÞ vi, 1 ≤ i ≤ n− 1, åê�Ýëåóåõðïëüãéóå �ïí âáèìü d(vi) ó�ï ãñÜöçìá G;
s(vi)← d(vi);2. T ←− �ï md-äÝí�ñï T �ïõ ãñáöÞìá�ïò G− vn

.3. Õðïëüãéóå �á óýíïëá êüìâùí L0, L1, . . . , Lh �ùí åðéðÝäùí 0, 1, . . . , h �ïõ äÝí�ñïõ T ;4. ãéá i = h− 1 ìÝ÷ñé �ï 0 åê�Ýëåóå {�ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ïí êüìâï t åßíáé óõó�ïëéêü}ãéá êÜèå åóù�åñéêü êüìâï t ∈ Li åê�Ýëåóå4.1 åÜí ï êüìâïò t åßíáé Ýíáò P-êüìâïò Þ Ýíáò S-êüìâïò4.2 �ü�å T ← Contrat-Parallel Series(t, T );4.3 áëëéþò T ← Handle-N node(t, T );5. τ(G)←
n−1∏

i=1

s(vi); Áëãüñéèìïò 3: Spanning Trees-NumberÓõíÜñ�çóç Contrat-Parallel Series(t, T )1. r ← 0;åÜí ï êüìâïò t åßíáé Ýíáò S-êüìâïò�ü�å {Ýó�ù v1, v2, . . . , vp ïé êïñõöÝò ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �á ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ t}ãéá êÜèå êïñõöÞ vi, 1 ≤ i ≤ p åê�Ýëåóå
s(vi)← s(vi) + 1;

r ← 1;2. α←

p
∑

i=1

1

s(vi)
.3. ÅíçìÝñùóå �éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí vp−1 êáé vp ùò åîÞò:

s(vp−1)← s(vp−1) · s(vp) · α; s(vp)←
1

α
− r;4. Áí�éêá�Ýó�çóå �ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ïí êüìâï t ìå �ï öýëëï/êüìâï ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �çíêïñõöÞ vp;åðÝó�ñåøå �ï ðñïêýð�ïí äÝí�ñï;Áëãüñéèìïò 4: Contrat-Parallel Series

• åÜí �ï ãñÜöçìáG(t) åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá �ü�å êáëïýìå T ← Contrat-Spider(t, T,−1)
.

• åÜí �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðñþ�ï äÝí�ñï �ü�å êáëïýìå T ← Contrat-Tree(t, T,−1).

• åÜí �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíáò Ü÷ïñäïò êýêëïò �ü�å êáëïýìå T ← Contrat-Cyle(t, T,−1)
. 42



ÓõíÜñ�çóç Handle-N node(t, T )åÜí �ï áí�éðñïóùðåõ�éêü ãñÜöçìá G(t) áíÞêåé ó�çí ïéêïãÝíåéá F�ü�å T ← Handle-Basi-N node(t, T );áëëéþò T ← Contrat-NonBasi-N node(t, T );Áëãüñéèìïò 5: Handle-N node
• åÜí �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé �ï óõìðëÞñùìá åíüò áñáéïý áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò, åíüòðñþ�ïõ äÝí�ñïõ, Þ Ýíáò Ü÷ïñäïò êýêëïò �ü�å êáëïýìå

T ← Handle-Complement-N node(t, T ).Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ç ðáñÜìå�ñïò −1 �ùí óõíáñ�Þóåùí ãéá �çí óõññßêíùóç åíüò áñáéïý áñá-÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò, åíüò ðñþ�ïõ äÝí�ñïõ, Þ åíüò Ü÷ïñäïõ êýêëïõ åßíáé ãéá íá óçìá�ïäï�Þóåéü�é �ï óõãêåêñéìÝíï ãñÜöçìá åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá, Ýíá ðñþ�ï äÝí�ñï Þ ÝíáòÜ÷ïñäïò êýêëïò êáé ü÷é �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõò. ÅÜí áõ�Ýò ïé óõíáñ�Þóåéò åöáñìïó�ïýí ó�á óõ-ìðëçñþìá�á åíüò áñáéïý áñÜ÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò, åíüò ðñþ�ïõ äÝí�ñïõ, Þ åíüò Ü÷ïñäïõ êýêëïõ,�ü�å áõ�Þ ç ðáñÜìå�ñïò åßíáé 1 (äåß�å �çí óõíÜñ�çóç Handle-Complement).Åðåîåñãáóßá �ùí N-êüìâùí Áñá÷íïåéäïýò �ñáöÞìá�ïòÓå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá. Ç óõíÜñ�ç-óç Contrat-Spider(t, T, r) ðñþ�á õðïëïãßæåé �çí äéáìÝñéóç (S, K, R) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(t) åÜí
r = −1 (óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá), åéäÜë-ëùò, õðïëïãßæåé �çí äéáìÝñéóç �ïõ óõìðëçñþìá�ïò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(t) (óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç�ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá). Ôü�å óõó÷å�ßæåé êÜèå êïñõöÞ vi �ïõ ãñá-öÞìá�ïò G(t) ìå äýï �éìÝò: bi êáé ci. �éï óõãêåêñéìÝíá, ç óõíÜñ�çóç Contrat-Spider-N nodeåöáñìüæå�áé ùò åîÞò.Ï õðïëïãéóìüò �ùí s-�éìþí �ùí êïñõöþí ðå�õ÷áßíå�áé óýìöùíá ìå ïñéóìÝíåò ðáñáìÝ�ñïõò. ¼ðùòìå êÜèå óõó�ïëéêÞ óõíÜñ�çóç, ìéá åíçìÝñùóç �ùí s-�éìþí áðü äýï êïñõöÝò åöáñìüæå�áé, ðïõ �þñáåîáñ�Ü�áé áðü �çí ýðáñîç, Þ ìç, �ïõ óõíüëïõ R åÜí åßíáé êåíü. Óçìåéþó�å ü�é, óå áí�éó�ïé÷ßáìå �éò �ñåéò öÜóåéò ìéáò ãåíéêÞò óõó�ïëéêÞò óõíÜñ�çóçò, �á ÂÞìá�á 1{5 áíÞêïõí ó�çí öÜóçõðïëïãéóìïý åíþ �á ÂÞìá�á 6{7 áíÞêïõí ó�çí öÜóç åíçìÝñùóçò êáé �ï ÂÞìá 8 áíÞêåé ó�çí�åëåõ�áßá öÜóç óõññßêíùóçò.
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ÓõíÜñ�çóç Contrat-Spider(t, T, r)1. ÅÜí r = −1 �ü�å õðïëüãéóå �á óýíïëá S, K, êáé R �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(t), áëëéþò, åÜí
r = 1 õðïëüãéóå áõ�Ü �á óýíïëá ó�ï ãñÜöçìá Gt; Ýó�ù S = {v1, v2, . . . , vk} êáé K =

{vk+1, . . . , v2k}; (óçìåéþó�å ü�é åÜí R 6= ∅ �ü�å �ï óýíïëï R ðåñéÝ÷åé ìüíï ìéá êïñõöÞ,äçëáäÞ, R = {v2k+1})
λc ← 0; λb ← 0; λs ← 0;ãéá i = 1, 2, . . . , 2k åê�Ýëåóå

ci ← −1; bi ← −1;2. ÅíçìÝñùóå �éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí �ïõ óõíüëïõ K ùò åîÞò:ãéá êÜèå êïñõöÞ vi ∈ K − {v2k} åê�Ýëåóå
s(vi)← s(vi)−

1
s(vi−k) − r. ci ← r · s(vk)−s(vi−k)

s(vk)·s(vi−k) ; bi ← bi + r
s(vi−k) ;åíçìÝñùóå �çí s-�éìÞ �çò êïñõöÞò v2k ∈ K ùò åîÞò:

s(v2k)← s(v2k)− 1
s(vk)

. c2k ← c2k + r
s(vk) ; b2k ← b2k + r

s(vk) ;3. åÜí R 6= ∅�ü�å {�ï óýíïëï R ðåñéÝ÷åé ìüíï ìéá êïñõöÞ, äçëáäÞ, R = {v2k+1}}åíçìÝñùóå �çí s-�éìÞ �çò êïñõöÞò v2k+1 ∈ R ùò åîÞò:
s(v2k+1)← s(v2k+1)− r;
c2k+1 ← −

r
s(vk) ;

b2k+1 ← −1;õðïëüãéóå �éò áêüëïõèïõò ðáñáìÝ�ñïõò:
λc ←

c2k+1

s(v2k+1) ; λb ←
b2k+1

s(v2k+1) ; λs ←
1

s(v2k+1) ;4. Õðïëüãéóå �éò áêüëïõèåò ðáñáìÝ�ñïõò:
c2k ← b2k − r ·

(

λc +

2k−1∑

i=k+1

ci

s(vi)

);
b2k ← b2k − (r − s(v2k)) ·

(

λb +

2k−1∑

i=k+1

bi

s(vi)

) ;5. ÅíçìÝñùóå �çí s-�éìÞ �çò êïñõöÞò v2k ∈ K ùò åîÞò:
s(v2k)← s(v2k)− r(r − s(v2k)) ·

(

λs +

2k−1∑

i=k+1

1

s(vi)

) ;6. γ ←

p
∑

i=1

ci · bi

s(vi)
;7. ÅíçìÝñùóå �éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí vk êáé v2k ùò åîÞò:

s(vk)← s(vk) · s(v2k) · γ. s(v2k)← 1/γ;8. Áí�éêá�Ýó�çóå �ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ïí êüìâï t ìå �ïí öýëëï/êüìâï ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �çíêïñõöÞ v2k;åðÝó�ñåøå �ï åðåîåñãáóìÝíï äÝí�ñï;Áëãüñéèìïò 6: Contrat-SpiderÅðåîåñãáóßá �ùí N-êüìâùí ÄÝí�ñïõ¸ó�ù ü�é �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðñþ�ï äÝí�ñï. Âáóéæüìåíïé ó�á óýíïëá åðéðÝäùí åíüò ðñþ�ïõäÝí�ñïõ, õðïëïãßæïõìå ìå Ýíáí áðü êÜ�ù ðñïò �á ðÜíù �ñüðï �éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí. ÊÜèå s-�éìÞìéáò êïñõöÞò õðïëïãßæå�áé óýìöùíá ìå �éò s-�éìÝò �ùí ðáéäéþí �çò, åíþ óõãêåêñéìÝíïé ðáñÜìå�ñïé44



åíçìåñþíïí�áé ìå ðáñüìïéï �ñüðï. ÔåëéêÜ, ìéá öÜóç åíçìÝñùóçò êáé óõññßêíùóçò åöáñìüæå�áé ìå�ïí áíÜëïãï �ñüðï. Åäþ óçìåéþíïõìå ü�é áõ�Þ ç �å÷íéêÞ âáóßæå�áé óå Ýíáí �ýðï ðïõ Ý÷åé äùèåßó�çí åñãáóßá [91℄. Óçìåéþó�å åðßóçò ü�é ç ðáñÜìå�ñïò r �çò óõíÜñ�çóçò åîáñ�Ü�áé áðü �ï åÜí �ïãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðñþ�ï äÝí�ñï Þ �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáé Ýíá ðñþ�ï äÝí�ñï.ÓõíÜñ�çóç Contrat-Tree(t, T, r)1. ÅÜí r = −1 �ü�å õðïëüãéóå �á óýíïëá êüìâùí L0, L1, . . . , Lh �ùí åðéðÝäùí 0, 1, . . . , h �ïõãñáöÞìá�ïò äÝí�ñïõ G(t), áëëéþò, åÜí r = 1 õðïëüãéóå áõ�Ü �á óýíïëá ó�ï ãñÜöçìá Gt
.ãéá i = 1, 2, . . . , p åê�Ýëåóå

ci ← −1.2. Ìå Ýíáí áðü êÜ�ù ðñïò �á ðÜíù �ñüðï, åíçìÝñùóå �éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí v1, v2, . . . , vp ùòåîÞò :ãéá i = 1, 2, . . . , p åê�Ýëåóå2.1 s(vi)← s(vi)−
∑

j∈h(i)

1

s(vj)
.2.2 ci ← ci − r ·

∑

j∈h(i)

1

s(vj) · cj

.3. δ ←

p
∑

i=1

c2
i

s(vi)
.4. ÅíçìÝñùóå �éò s-êïñõöþí �ùí êïñõöþí vp−1 êáé vp ùò åîÞò:

s(vp−1)← s(vp−1) · s(vp) · δ. s(vp)← 1/δ.5. Áí�éêá�Ýó�çóå �ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ïí êüìâï t ìå �ï öýëëï/êüìâï ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �çíêïñõöÞ vp
.åðÝó�ñåøå �ï åðåîåñãáóìÝíï äÝí�ñï.Áëãüñéèìïò 7: Contrat-TreeÔá ÂÞìá�á 1{2 åê�åëïýí �çí öÜóç õðïëïãéóìïý, �á âÞìá�á 3{4 åê�åëïýí �çí öÜóç åíçìÝñùóçòêáé �ï ÂÞìá 5 åê�åëåß �çí öÜóç óõññßêíùóçò.Åðåîåñãáóßá �ùí N-êüìâùí Êýêëïõ¸ó�ù ü�é �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíáò Ü÷ïñäïò êýêëïò êáé Ýó�ù v1v2 · · · vp íá åßíáé ï Ü÷ïñäïòêýêëïò. Ï õðïëïãéóìüò �ùí s-�éìþí �ùí êïñõöþí åöáñìüæå�áé ìå Ýíáí óåéñéáêü �ñüðï. ÊÜèå s-�éìÞ ìéáò êïñõöÞò õðïëïãßæå�áé óýìöùíá ìå �çí s-�éìÞ �çò ðñïçãïýìåíçò êïñõöÞò ó�çí áêïëïõèßá�ïõ êýêëïõ. Ôçí ßäéá ó�éãìÞ, ç s-�éìÞ �çò êïñõöÞò ìå �ïí õøçëü�åñï äåßê�ç õðïëïãßæå�áé. ¼ðùòêáé ó�çí ðñïçãïýìåíç óõíÜñ�çóç, ç ðáñÜìå�ñïò r õðÜñ÷åé ãéá íá êáèïñßóåé ðü�å ç óõíÜñ�çóçåöáñìüæå�áé óå Ýíáí Ü÷ïñäï êýêëï Þ ó�ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ.
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ÓõíÜñ�çóç Contrat-Cyle(t, T, r)1. ÅÜí r = −1 �ü�å õðïëüãéóå �çí áêïëïõèßá �ùí êïñõöþí �Ý�ïéá þó�å ç áêïëïõèßá v1v2 · · · vpíá ó÷çìá�ßæåé Ýíáí Ü÷ïñäï êýêëï ó�ï ãñÜöçìá G(t), áëëéþò, åÜí r = 1 õðïëüãéóå ìéá �Ý�ïéááêïëïõèßá ó�ï ãñÜöçìá Gt;
e← r;ãéá i = 1, 2, . . . , p åê�Ýëåóå

ci ← −1;2. ÅíçìÝñùóå �éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí v1, v2, . . . , vp−1 ùò åîÞò :ãéá i = 2, 3 . . . , p− 1 åê�Ýëåóå {áðáëïéöÞ åíüò ó÷åäüí-�ñéäéáãþíéïõ ðßíáêá}2.1 s(vi)← s(vi)−
r2

s(vi−1)
;2.2 ci ← ci − r ·

ci−1

s(vi−1)
;2.3 s(vp)← s(vp)−

e2

s(vi−1)
;2.4 cp ← cp −

e · ci−1

s(vi−1)
;2.5 e←

e

s(vi−1)
;3. ÅíçìÝñùóå �çí s-�éìÞ �çò êïñõöÞò vp ùò åîÞò :3.1 e← e + r;3.2 s(vp)← s(vp)−
e2

s(vp−1)
;3.3 cp ← cp −

e · cp−1

s(vp−1)
;4. δ ←

p
∑

i=1

c2
i

s(vi)
;5. ÅíçìÝñùóå �éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí vp−1 êáé vp ùò åîÞò:

s(vp−1)← s(vp−1) · s(vp) · δ; s(vp)← 1/δ;6. Áí�éêá�Ýó�çóå �ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ïí êüìâï t ìå �ï öýëëï/êüìâï ðïõ óõó÷å�ßæå�áé ìå�çí êïñõöÞ vp;åðÝó�ñåøå �ï åðåîåñãáóìÝíï äÝí�ñï;Áëãüñéèìïò 8: Contrat-CyleÇ åðåîåñãáóßá ó�á ÂÞìá�á 2 êáé 3 ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ìéá áðáëïéöÞ åíüò óõììå�ñéêïý ó÷åäüí�ñéäéáãþíéïõ ðßíáêá ìåãÝèïõò p× p. ¸íáò ó÷åäüí �ñéäéáãþíéïò (tridiagonal) ðßíáêáò åßíáé Ýíáò�ñéäéáãþíéïò ðßíáêáò1 ìå äýï åðéðëÝïí ìç-ìçäåíéêÜ ó�ïé÷åßá: �á äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêáÝ÷ïõí �éìÞ s(vi), �á ðÜíù áðü �çí äéáãþíéï êáé �á êÜ�ù áðü �çí äéáãþíéï ó�ïé÷åßá Ý÷ïõí �éìÞ
r êáé ó�éò èÝóåéò (1, p) êáé (p, 1) õðÜñ÷åé ç �éìÞ e. ¸�óé, �á ÂÞìá�á 2 êáé 3 ìå�áó÷çìá�ßæïõí�ïí ðßíáêá óå Ýíáí äéáãþíéï ðßíáêá, åíþ ïé óõãêåêñéìÝíåò ðáñÜìå�ñïé ci åíçìåñþíïí�áé êá�Ü �çíäéÜñêåéá �ùí ìå�áó÷çìá�éóìþí.1 ¸íáò �ñéäéáãþíéïò(tridiagonal) ðßíáêáò åßíáé Ýíáò �å�ñáãùíéêüò ðßíáêáò ìå ìç-ìçäåíéêÝò �éìÝò ìüíï ó�çíêýñéá äéáãþíéï êáé ó�éò ðñþ�åò äéáãùíßïõò êÜ�ù êáé ðÜíù áðü �çí êýñéá äéáãþíéï.
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Åðåîåñãáóßá �ùí N-êüìâùí ÓõìðëçñùìÜ�ùí¸ó�ù �ï ãñÜöçìá G(t) íá åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá, Þ Ýíá ðñþ�ï äÝí�ñï Þ Ýíáò Ü÷ïñäïòêýêëïò. Óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, ç óõíÜñ�çóç Handle-Complement-N node(t, T ) åßíáé õðåýèõíçãéá �ï êÜëåóìá �ùí áí�ßó�ïé÷ùí óõíáñ�Þóåùí óõññßêíùóçò, äçëáäÞ, Contrat-Spider, Contrat-Tree, Þ Contrat-Cyle, ìå r = 1. Ç �õðéêÞ ðåñéãñáöÞ �çò óõíÜñ�çóçò Handle-Complement-N node äßíå�áé ðáñáêÜ�ù:ÓõíÜñ�çóç Handle-Complement-N node(t, T )1. ãéá êÜèå êïñõöÞ vi, 1 ≤ i ≤ p, åê�Ýëåóå
s(vi)← s(vi) + 1;

r ← 1;2. åÜí �ï óõìðëÞñùìá �ïõ áí�éðñïóùðåõ�éêïý ãñáöÞìá�ïò G(t) åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝòãñÜöçìá�ü�å T ← Contrat-Spider-N node(t, T, 1);áëëéþò åÜí �ï óõìðëÞñùìá �ïõ áí�éðñïóùðåõ�éêïý ãñáöÞìá�ïò G(t) åßíáé Ýíá äÝí�ñï�ü�å T ← Contrat-Tree-N node(t, T, 1);áëëéþò T ← Contrat-Cyle-N node(t, T, 1);3. ÅíçìÝñùóå �çí s-�éìÞ �çò êïñõöÞò vp ùò åîÞò: s(vp)← s(vp)− 1;åðÝó�ñåøå �ï åðåîåñãáóìÝíï äÝí�ñï;Áëãüñéèìïò 9: Handle-Complement-N node4.3.2 Åðåîåñãáóßá �ùí Ìç-âáóéêþí N-êüìâùí¸ó�ù �ï áí�éðñïóùðåõ�éêü ãñÜöçìá G(t) íá åßíáé Ýíá ãñÜöçìá �ï ïðïßï äåí åßíáé Ýíá âáóéêüãñÜöçìá. Ôü�å, åêìå�áëëåõüìáó�å �ï Èåþñçìá �ïõ ðßíáêá-äÝí�ñïõ, Kirhho� (äåß�å Åíü�ç�á 4.4ãéá ëåð�ïìÝñåéò) êáé åöáñìüæïõìå ìéá Gauss-Jordan âáóéóìÝíç �å÷íéêÞ. Ç �õðéêÞ ðåñéãñáöÞ áõ�Þò�çò óõíÜñ�çóçò Contrat-NonBasi-N node(t, T ), ðïõ åëÝã÷åé áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, åßíáé ç åîÞò:Åßíáé åýêïëï íá ðáñá�çñÞóåé êáíåßò �á âÞìá�á �çò óõíÜñ�çóçò Contrat-NonBasi-N node óåó÷Ýóç ìå �éò �ñåéò öÜóåéò ìéáò óõíÜñ�çóçò óõññßêíùóçò. Ôá ðñþ�á äýï âÞìá�á åßíáé ç öÜóçõðïëïãéóìïý, �á ÂÞìá�á 3{4 áíÞêïõí ó�çí öÜóç åíçìÝñùóçò êáé �ï ÂÞìá 5 áíÞêåé ó�çí öÜóçóõññßêíùóçò.
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ÓõíÜñ�çóç Contrat-NonBasi-N node(t, T )1. Êá�áóêåýáóå �ùí p × p Kirhho� ðßíáêá B �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(t), üðïõ v1, v2, . . . , vp åßíáéïé êïñõöÝò/ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ t;ãéá i = 1, 2, . . . , p åê�Ýëåóå
B[i, i]← s(vi);
ci ← −1;2. ãéá i = 1, 2, . . . , p− 1 åê�Ýëåóå {Gauss-Jordan áðáëïéöÞ}2.1 ãéá j = i + 1, i + 2, . . . , p åê�Ýëåóå

r← B[j, i]/B[i, i] ;
cj ← cj − r · ci ;ãéá k = i, i + 1, . . . , p åê�Ýëåóå

B[j, k]← B[j, k]− r · B[i, k] ;2.2 åðáíÝëáâå �ï ÂÞìá 2.1 ìå åíáëëáãÞ �ùí ãñáììþí êáé �ùí ó�çëþí ó�ïí ðßíáêá B[ , ],Ý�óé þó�åíá ïëïêëçñùèåß ç Gauss-Jordan áðáëïéöÞ;3. β ←

p
∑

i=1

c2
i

B[i, i]
;4. ÅíçìÝñùóå �éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí v1, v2, . . . , vp ùò åîÞò :ãéá i = 1, 2, . . . , p− 2 åê�Ýëåóå

s(vi)← B[i, i] ;
s(vp−1)← B[p− 1, p− 1] · B[p, p] · β; s(vp)← 1/β ;5. Áí�éêá�Ýó�çóå �ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ïí êüìâï t ìå �ï öýëëï/êüìâï ðïõ óõó÷å�ßæå�áé ìå�çí êïñõöÞ vp;åðÝó�ñåøå �ï åðåîåñãáóìÝíï äÝí�ñï;Áëãüñéèìïò 10: Contrat-NonBasi-N node4.4 Ïñèü�ç�á �ïõ ÁëãïñßèìïõÇ áðüäåéîç �çò ïñèü�ç�áò �ïõ áëãïñßèìïõ Spanning Trees-Number âáóßæå�áé ó�ï Èåþñçìá �ïõðßíáêá-äÝí�ñïõ, Kirhho� . äåß÷íïõìå ü�é ç �éìÞ ðïõ åðéó�ñÝöåé ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number éóïý�áé ìå �ïí óõí�åëåó�Þ µn

n �ïõ Kirhho� ðßíáêá �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìá�ïò. ÔïðëåïíÝê�çìá �çò ìåèüäïõ ìáò óå ó÷Ýóç ìå �ïí õðïëïãéóìü �çò ïñßæïõóáò �ïõ óõí�åëåó�Þ åßíáéü�é ãëé�þíïõìå ÷ñüíï (êáé ÷þñï) åðåîåñãÜæïí�áò áõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò, åöüóïí êÜèå êïñõöÞ Ýîùáðü �çí áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá åß�å âëÝðåé üëåò �éò êïñõöÝò �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò Þ ÷Üíåé üëåò �éòêïñõöÝò.Ôï Èåþñçìá �ïõ ðßíáêá-äÝí�ñïõ, Kirhho� (Èåþñçìá 1.2) åðÜãåé ü�é �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþíäÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G éóïý�áé ìå Ýíáí ïðïéïíäÞðï�å áðü �ïõò óõí�åëåó�Ýò �ïõ Kirhho�ðßíáêá K üðùò ïñßó�çêå ó�çí åíü�ç�á 1.1.1, êáé Ý�óé, ìå �çí ïñßæïõóá �ïõ (n − 1) × (n − 1)õðïðßíáêá M �ïõ ðßíáêá K ðïõ ó÷çìá�ßæ�áé áðü �éò ðñþ�åò n− 1 ãñáììÝò êáé �éò ðñþ�åò n − 1ó�Þëåò. ×ñåéáæüìáó�å íá èåùñÞóïõìå �çí åðåîåñãáóßá �ùí óõó�ïëéêþí õðïäÝí�ñùí ìå ñßæá Ýíáía P-êüìâï, Ýíáí S-êüìâï, êáé Ýíáí N-êüìâï (Ýíáí âáóéêü N-êüìâï Þ Ýíáí ìç-âáóéêü N-êüìâï).¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé Ýó�ù ïé p êïñõöÝò v1, v2, . . . vp ðïõ ïñßæïõí ìéá áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ó�ï ãñÜöçìá G. Óå ó÷Ýóç ìå áõ�Þí �çí áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá, ç ìïñöÞ �ïõ ðßíáêá M åßíáé çåîÞò: 48



M =























d(v1) (−1)i,j′ (−1)1,p+1 (−1)1,n−1. . . (−1)i,j

...
(−1)j′,i d(vp) (−1)p,p+1 (−1)p,n−1

(−1)p+1,1 · · · (−1)p+1,p d(vp+1) . . . (−1)i′,j′

(−1)j,i d(vj)

(−1)j′,i′
. . .

(−1)n−1,1 · · · (−1)n−1,p d(vn−1)























,
(4.1)üðïõ d(vi), 1 ≤ i ≤ n − 1, åßíáé ï âáèìüò �çò êïñõöÞò vi ó�ï ãñÜöçìá G. Ç óçìåéïãñáößá

(−1)i,j ãéá �á ìç-äéáãþíéá (i, j)-ó�ïé÷åßá åêöñÜæåé ü�é �á ó�ïé÷åßá åßíéá ßóá ìå −1 åÜí ïé êïñõöÝò
vi êáé vj åßíáé ãåé�ïíéêÝò ó�ï ãñÜöçìá G êáé åßíéá ßóåò ìå 0 áëëéþò. �áñüìïéá, �á ó�ïé÷åßá (i′, j)êáé (j, i′) (áí�ßó�. �á ó�ïé÷åßá (i, j′) êáé (j′, i)) åßíáé êáé �á äýï −1 åÜí ïé êïñõöÝò vi′ êáé vj(áí�ßó�. vi êáé vj′) åßíáé ãåé�ïíéêÝò ó�ï ãñÜöçìá G êáé åßíáé ßóåò ìå 0 áëëéþò, 1 ≤ i′ ≤ p (áí�ßó�.
p + 1 ≤ j′ ≤ n − 1). Óçìåéþíïõìå ü�é, �á ìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá ó�éò ðñþ�åò p ãñáììÝò êáé pó�Þëåò �ïõ ðßíáêá M åîáñ�þí�áé áðü �ïí �ýðï �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò ðïõ ó÷çìá�ßæå�áé áðü�éò êïñõöÝò v1, v2, . . . , vp (áíáëüãùò åÜí ó÷çìá�ßæå�áé áðü Ýíáí P-êüìâï, Ýíáí S-êüìâï Þ ÝíáíN-êüìâï). Åðéðñüóèå�á, åöüóïí ïé ðñþ�åò p êïñõöÝò åðÜãïõí ìéá áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ó�ï ãñÜöçìá
G, ïé ãñáììÝò �ïõ M õðïðßíáêá ðïõ ó÷çìá�ßæïí�áé áðü �éò ãñáììÝò 1, 2, . . . , p êáé �éò ó�Þëåò
p+1, p+2, . . . , n− 1 åßíáé ßäéåò êáé ðáñüìïéåò, êáé ïé ó�Þëåò �ïõ M õðïðßíáêá ðïõ ó÷çìá�ßæïí�áéáðü �éò ãñáììÝò p + 1, p + 2, . . . , n− 1 êáé �éò ó�Þëåò 1, 2, . . . , p åßíáé ßäéåò.Åßíáé îåêÜèáñï áðü �ï Èåþñçìá 1.2 ü�é τ(G) = det (M). óçìåéþó�å ü�é ï áñéèìüò τ(G) åêöñÜæåé�ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é, ó�ï ÂÞìá 1 �ïõáëãïñßèìïõ Spanning Trees Number óõó÷å�ßæïõìå ìéá s-�éìÞ ðïõ áñ÷éêïðïéåß�áé ó�ïí âáèìü �çòêïñõöÞò ó�ï ãñÜöçìá G. Ìå óêïðü �ïí õðïëïãéóìü �çò ïñßæïõóáò �ïõ ðßíáêá M ìçäåíßæïõìå �áìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá ðïõ âñßóêïí�áé ó�ïí p× p õðïðßíáêá �ùí ðñþ�ùí p ãñáììþí êáé p ó�çëþí.Áõ�Þ ç åñãáóßá ðå�õ÷áßíå�áé áðü �çí öÜóç õðïëïãéóìïý ìéáò óõíÜñ�çóçò óõó�ïëÞò. Óçìåéþó�åü�é, ç ìïñöÞ �ïõ õðïðßíáêá åîáñ�Ü�áé áðü �ïí �ýðï �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(t).
◦ ¸ó�ù Ýíá ÷ùñßò-áêìÝò ãñÜöçìá G(t) ìå p êïñõöÝò (ðïõ åðÜãå�áé áðü Ýíáí P-êüìâï t).Ôü�å ï p× p õðïðßíáêáò åßíáé äéáãþíéïò åöüóïí äåí õðÜñ÷ïõí áêìÝò ó�ï ãñÜöçìá G(t). Çðåñßð�ùóç üðïõ �ï ãñÜöçìá G(t) ó÷å�ßæå�áé ìå Ýíáí S-êüìâï ÷åéñßæå�áé ìå Ýíáí ðáñüìïéï�ñüðï (äåß�å Åíü�ç�á 4.4.1).
◦ ¸ó�ù �ï ãñÜöçìá G(t) Ýíá äÝí�ñï ãñÜöçìá. Ó�çí åñãáóßá [91℄, Ýíáò �ýðïò âáóéóìÝíïòó�çí ïñßæïõóá Ý÷åé äåé÷èåß ìå óêïðü �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí�ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn − G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá äÝí�ñï ãñÜöçìá. Ç óõíÜñ�çóçContrat-Tree-N node âáóßæå�áé óå ðáñüìïéá áí�éìå�þðéóç . ãéá ìéá ëåð�ïìåñÞ áðüäåéîç,äåß�å [91℄.
◦ ¸ó�ù �ï ãñÜöçìá G(t) Ýíáò Ü÷ïñäïò êýêëïò ãñÜöçìá. Óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, ç ìïñöÞ�ïõ p×p õðïðßíáêá åßíáé ðáñüìïéá ìå Ýíáí �ñéäéáãþíéï óõììå�ñéêü ðßíáêá. Åßíáé åýêïëï íáäåé êáíåßò ü�é ç áðáëïéöÞ åíüò óõììå�ñéêïý �ñéäéáãþíéïõ ðßíáêá áðáé�åß ìüíï O(n) ìå�áó÷ç-ìá�éóìïýò ðïõ åê�åëïýí�áé ó�çí öÜóç õðïëïãéóìïý �çò óõíÜñ�çóçò Contrat-Cyle-N node.
◦ ¸ó�ù �ï ãñÜöçìá G(t) íá åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá. Áõ�Þ ç ðåñßð�ùóç åßíáéó÷å�éêÜ ðïëýðëïêç, ðáñ' üëï ðïõ âáóßæå�áé óå êëáóéêÝò ðñÜîåéò ðéíÜêùí. Áðïäåéêíýïõìåáõ�ïýò �ïõò ìå�áó÷çìá�éóìïýò ó�çí Åíü�ç�á 4.4.2.49



◦ ¸ó�ù �ï ãñÜöçìá G(t) íá åßíáé �ï óõìðëÞñùìá åíüò âáóéêïý ãñáöÞìá�ïò. Óå áõ�Þí �çíðåñßð�ùóç áíáöåñüìáó�å ó�çí Åíü�ç�á 4.4.2.
◦ ¸ó�ù �ï ãñÜöçìá G(t) íá åßíáé Ýíá ìç-âáóéêü ãñÜöçìá. Ç öÜóç õðïëïãéóìïý �çò óõíÜñ�ç-óçò Contrat-NonBasi-N node åöáñìüæåé ìéá Gauss-Jordan áðáëïéöÞ ó�ïí õðïðßíáêá ðïõó÷çìá�ßæå�áé áðü �éò ðñþ�åò p ãñáììÝò êáé p ó�Þëåò �ïõ ðßíáêá M êáé Ý�óé ï õðïðßíáêáòìå�á�ñÝðå�áé óå äéáãþíéï.Ìå�áó÷çìá�ßæïõìå �ïí ðßíáêá M ìå êëáóéêÝò �å÷íéêÝò áðü �çí ãñáììéêÞ Üëãåâñá óå Ýíáí Üëëïðßíáêá M1, êÜíïí�áò �ïí õðïðßíáêá p×p óå äéáãþíéï ðßíáêá, Ý�óé þó�å det (M) = det (M1). Ôü�åï ðßíáêáò M1 åßíáé ìåãÝèïõò (n − 1)× (n − 1), ðáñüìïéïò �ïõ ðßíáêá M , êáé Ý÷åé �çí áêüëïõèçìïñöÞ:
M1 =























s(v1) 0 (c1)1,p+1 (c1)1,n−1. . . (ci)i,j

...
0 s(vp) (cp)p,p+1 (cp)p,n−1

(b1)p+1,1 · · · (bp)p+1,p s(vp+1) . . . (−1)i′,j′

(bi)j,i s(vj)

(−1)j′,i′
. . .

(b1)n−1,1 · · · (bp)n−1,p s(vn−1)























, (4.2)
üðïõ �á ó�ïé÷åßá (ci)i,j êáé (bi)j,i, 1 ≤ i ≤ p ≤ j ≤ n− 1 Ý÷ïõí �éìÝò ci êáé bi, áí�ßó�ïé÷á, åÜí ïéêïñõöÝò vi êáé vj åßíáé ãåé�ïíéêÝò ó�ï ãñÜöçìá G êáé åßíáé 0 áëëéþò. Ç äéáöïñÜ �ïõ ðßíáêá M1áðü �ïí ðßíáêá M åßíáé ü�é Ý÷åé üëåò �á ìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ùí ðñþ�ùí p ãñáììþí êáé p ó�çëþíßóá ìå ìçäÝí. Ïé �éìÝò �ùí ci êáé bi, p < i ≤ n − 1, �ùí áí�ßó�ïé÷ùí ãñáììþí êáé ó�çëþí �ïõðßíáêá M1 åîáñ�þí�áé áðü �ïí �ýðï �ùí ìå�áó÷çìá�éóìþí ðïõ åöáñìüæïõìå ðÜíù ó�ïí ðßíáêá M .Õðåíèõìßæïõìå ü�é, óå ó÷Ýóç ìå �éò óõíáñ�Þóåéò óõññßêíùóçò, áõ�ïß ïé õðïëïãéóìïß åê�åëïýí�áéó�çí öÜóç õðïëïãéóìïý. Ôï áêüëïõèï ëÞììá áðïäåéêíýåé �ï ïõóéáó�éêü âÞìá �çò óõññßêíùóçòåíüò õðïäÝí�ñïõ ó�çí êïñõöÞ ìå �ïí õøçëü�åñï äåßê�ç vp, ðïõ åöáñìüæå�áé óå üëåò �éò óõíáñ�Þóåéòóõññßêíùóçò, ðáñüìïéá ìå �çí öÜóç åíçìÝñùóçò êáé õðïëïãéóìïý.ËÞììá 4.1. �éá �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá M1 �çò Åî. (4.2) Ý÷ïõìå ü�é

det (M1) =

(
p−2
∏

i=1

s(vi)

)

· s(vp−1) · s(vp) · θ · det (M ′),üðïõ θ =

p
∑

i=1

bici

s(vi)
êáé M ′ åßíáé Ýíáò (n− p)× (n− p) ðßíáêáò �çò ìïñöÞò

M ′ =














s′(vp) (−1)p,j

s(vp+1) . . . (−1)i′,j′

(−1)j,p s(vj)

(−1)j′,i′
. . .

s(vn−1)














,
üðïõ s′(vp) = 1

θ
. 50



Áðüäåéîç. Ìå óêïðü �ïí õðïëïãéóìü �çò ïñßæïõóáò �ïõ ðßíáêá M1, ìçäåíßæïõìå �á ìç-äéáãþíéáó�ïé÷åßá �ùí ðñþ�ùí p− 1 ãñáììþí: ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . , p− 1, ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ãñáììÞ
p ìå −ci/cp êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ãñáììÞ i, êáé åðïìÝíùò, ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . , p − 1,ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ó�Þëç i ìå ci·s(vp)

cp·s(vi)
êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ó�Þëç p. Ùò áðï�Ýëåóìá,ìüíï �á äéáãþíéåò ó�ïé÷åßá �ùí ðñþ�ùí p− 1 ãñáììþí Ý÷ïõí ìç-ìçäåíéêÝò �éìÝò, ðïõ éóïýí�áé ìå

s(vi). Åðßóçò, åÜí θ åßíáé ç �éìÞ ðïõ ïñßæå�áé ó�ï ëÞììá, üëá �á ìç-ìçäåíéêÜ ó�ïé÷åßá ó�éò èÝóåéò
(i, p) �çò ó�Þëçò p Ý÷ïõí �þñá �çí ßäéá �éìÞ sp

cp
· θ êáé üëá �á ìç-ìçäåíéêÜ ó�ïé÷åßá ó�éò èÝóåéò

(p, i) �çò ãñáììÞò p Ý÷ïõí �þñá �çí ßäéá �éìÞ cp, p + 1 ≤ i ≤ n− 1. áõ�Ü �á ìç-ìçäåíéêÜ ó�ïé÷åßáåß÷áí �éìÞ ßóç ìå −1 ó�ïí áñ÷éêü ðßíáêá M . Ìå óêïðü íá �á êÜíïõìå ßóá ìå −1, äéáéñïýìå �áó�ïé÷åßá �çò ãñáììÞò ìå cp êáé �çò ó�Þëçò p ìå sp

cp
·θ, êáé �ü�å Ý�óé þó�å íá äéá�çñÞóïõìå �çí �éìÞ�çò ïñßæïõóáò áìå�Üâëç�ç, ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ãñáììÞ p − 1 ìå sp · θ. ¸�óé, áíáð�ýóóïí�áòùå ðñïò �éò ðñþ�åò p− 1 ãñáììÝò, âñßóêïõìå ü�é ç ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá M1 ãßíå�áé

det(M1) =

(
p−1
∏

i=1

s′(vi)

)

·
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∣
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∣
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s(vp+1) . . . (−1)i′,j′

(−1)j,p s(vj)

(−1)j′,i′
. . .

s(vn−1)
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∣
∣
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∣
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∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

(
p−1
∏

i=1

s′(vi)

)

· det(M ′),üðïõ
s′(vi) = s(vi), 1 ≤ i ≤ p− 2

s′(vp−1) = s(vp−1) · s(vp) · θ

s′(vp) = s(vp) ·
1

cp

·
cp

s(vp) · θ
=

1

θ
.�áñá�çñïýìå ü�é ï ðßíáêáò M ′ åßíáé Ýíáò (n − p) × (n − p) ðßíáêáò ðáñüìïéïò ìå �ïí áñ÷éêüðßíáêá M . ó�çí ðñáãìá�éêü�ç�á, åßíáé ðáíïìïéü�õðïò ìå �ïí õðïðßíáêá �ïõ áñ÷éêïý ðßíáêá Mðïõ ó÷çìá�ßæå�áé áðü �éò ãñáììÝò p, p + 1, . . . , n− 1 êáé �éò ó�Þëåò olumns p, p + 1, . . . , n− 1, ìå�çí ìüíç äéáöïñÜ ü�é ç �éìÞ s′(vp) äéáöÝñåé áðü �çí �éìÞ �çò s(vp). ¸�óé, åÜí õðïèÝóïõìå (ìå Ýíáíåðáãùãéêü �ñüðï) ü�é ç ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá M ′ ìðïñåß íá åêöñáó�åß ùò �ï ãéíüìåíï �ùí êá�Üë-ëçëùí �éìþí s′(vp), s

′(vp+1), . . . , s
′(vn−1), �ü�å ç ïñßæïõóá �ïõ áñ÷éêïý ðßíáêá M åßíáé ßóç ìå �ïãéíüìåíï áõ�þí �ùí �éìþí ðïëëáðëáóéáæüìåíåò ìå �ï ãéíüìåíï �ùí �éìþí s(v1), s(v2), . . . , s(vp−1),üðùò êÜíåé ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number. ¸�óé, áñêåß íá êáèïñßóåé êáíåßò �ïõò �ýðïõò�ùí ìå�áó÷çìá�éóìþí ðïõ åöáñìüæïõìå ðÜíù ó�ïí ðßíáêá M êáé íá �åêìçñéþóïõìå �éò �éìÝò �ùí

s(vi), 1 ≤ i ≤ p, ðïõ õðïëïãßæåé ç êÜèå óõíÜñ�çóç.¸�óé, áðü �ï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáèéåñþíïõìå �çí öÜóç åíçìÝñùóçò êáé óõññßêíùóçò óåêÜèå óõíÜñ�çóç óõññßêíùóçò. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é óå ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò ï ðßíáêáò M1 �çòÅî. (4.2) åßíáé óõììå�ñéêüò êáé, åðïìÝíùò, ïé �éìÝò �ùí bi êáé ci åßíáé ßóåò.4.4.1 Åðåîåñãáóßá åíüò Óõìðëçñùìá�éêïý N-êüìâïõ¸ó�ù ï êüìâïò t íá åßíáé Ýíáò óõññéêíþóéìïò êüìâïò êáé èåùñåßó�å ïé êïñõöÝò/ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ
t åßíáé B = {v1, v2, . . . , vp}. óçìåéþíïõìå ü�é �ï óýíïëï B åðÜãåé Ýíá ðñþ�ï ãñÜöçìá G(t) üðïõ
G(t) åßíáé Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, ï ðßíáêáò M Ý÷åé �çí ìïñöÞ �çò Åî. (4.1).51



�ñïóèÝ�ïõìå ìéá íÝá ðñþ�ç ãñáììÞ êáé ó�Þëç ó�ïí ðßíáêá M . Ôá ó�ïé÷åßá �çò ðñþ�çò ãñáììÞò
(1, i), 2 ≤ i ≤ p, åßíáé ßóá ìå −1, åê�üò �ïõ äéáãþíéïõ ó�ïé÷åßïõ ðïõ Ý÷åé �éìÞ 1, êáé üëåò ïéõðüëïéðåò �éìÝò �ùí ó�ïé÷åßùí �çò íÝáò ãñáììÞò êáé ó�Þëçò åßíáé ßóåò ìå 0. Áõ�Þ ç ðñüóèåóçãñáììÞò êáé ó�Þëçò äéá�çñåß �çí �éìÞ �çò ïñßæïõóáò �ïõ ðßíáêá M .Ìå óêïðü íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá det(M), ðïëëáðëáóéÜæïõìå �ç ðñþ�ç ãñáììÞ ìå −1êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�éò p åðüìåíåò ãñáììÝò. Ôþñá �á (−1)j,i′ ó�ïé÷åßá �ï áñ÷éêïý ðßíáêá, èáÝ÷ïõíå �éìÞ 0, åÜí Þ�áí −1 ó�ïí áñ÷éêü ðßíáêá, êáé åðßóçò èá Ý÷ïõí �éìÞ 1, åÜí åß÷áí 0 ó�ïíáñ÷éêü ðßíáêá. Ôü�å, ç ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá M ìå�á�ñÝðå�áé ùò åîÞò:
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1 −1 · · · −1

−1 s(v1) + 1 (−1)j,i′ (−1)1,p+1 (−1)1,n−1... . . . ... (−1)j,i

...
−1 (−1)i′,j s(vp) + 1 (−1)p,p+1 (−1)p,n−1

(−1)p+1,1 · · · (−1)p+1,p s(vp+1) (−1)j′,i. . .
(−1)i,j (−1)i,j′ s(vi) . . .

(−1)n−1,1 · · · (−1)n−1,p s(vn−1)
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D (−1)j,i

s(vp+1) (−1)j′,i. . .
(−1)i,j (−1)i,j′ s(vi). . .
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∣
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,
üðïõ ï ðßíáêáò D Ý÷åé ìÝãåèïò (p+1)×(p+1). Ïé åããñáöÝò (−1)i′,j êáé (−1)j,i′ �ùí ìç-äéáãþíéùíèÝóåùí (i′, j) êáé (j, i′) �ïõ ðßíáêá M åßíáé êáé ïé äýï 0 åÜí ïé êïñõöÝò vi′ êáé vj åßíáé ãåé�ïíéêÝòó�ï ãñÜöçìá G(t) (Þ áëëéþò, Ý÷ïõ �éìÞ 1 åÜí ïé êïñõöÝò vi′ êáé vj åßíáé ãåé�ïíéêÝò ó�ï ãñÜöçìá
Gt) êáé Ý÷ïõí �éìÞ 1 áëëéþò, 1 ≤ i′, j ≤ p. �áñá�çñïýìå ü�é ï ðßíáêáò D åßíáé ðáñüìïéïò ìå �ïíõðïðßíáêá ðïõ áí�éó�ïé÷åß ìå �ï âáóéêü ãñÜöçìá Gt. Ôï âáóéêü ãñÜöçìá Gt ìðïñåß íá åéäùèåßùò Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá ìå �ñåéò åðéðëÝïí äéáöïñÝò:
◦ �ï ãñÜöçìá Gt Ý÷åé p + 1 êïñõöÝò v0, v1, . . . , vp ìå s-�éìÝò s′(v0) = 1 êáé s′(vi) = s(vi) + 1,

1 ≤ i ≤ p. áõ�ü åê�åëåß�áé ó�ï ÂÞìá 1 �çò óõíÜñ�çóçò Handle-Complement-N node, åöüóïíáõîÜíåé êá�Ü 1 �éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí.
◦ ÅÜí äýï êïñõöÝò vi êáé vj , 0 ≤ i j ≤ p åßíáé ãåé�ïíéêÝò ó�ï ãñÜöçìá Gt, �ü�å ç åããñáöÞ ó�çíáí�ßó�ïé÷ç åããñáöÞ �ïõ ðßíáêá D åßíáé ßóç ìå 1 (õðåíèõìßæïõìå ü�é, ç áñ÷éêÞ �éìÞ Þ�áí −1)

. Ý�óé, ïé äýï óõíáñ�Þóåéò Contrat-Tree-N node êáé Contrat-Cyle-N node åöáñìüæïí�áéáðü �çí ðáñÜìå�ñï r, ðïõ åßíáé ßóç ìå −1 åÜí �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá Þáëëéþò åßíáé ßóç ìå 1 åÜí �ï óõìðëÞñùìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(t) åßíáé Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá.
◦ Ç êïñõöÞ v0 åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå üëåò �éò êïñõöÝò vi ó�ï ãñÜöçìá Gt, 1 ≤ i ≤ p êáé Ý�óé ïéêïñõöÝò v1, v2, . . . vp ó÷çìá�ßæïõí ìéá áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá.52



Êñá�þí�áò áõ�ïýò �ïõò ðåñéïñéóìïýò, ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ðáñüìïéåò ðñÜîåéò ìå áõ�Ýò ðïõåß÷áìå åöáñìüóåé ãéá �ï âáóéêü ãñÜöçìá G(t). Ôü�å ìðïñïýìå åðßóçò íá åöáñìüóïõìå �ï ËÞì-ìá 4.1 êáé íá õðïëïãßóïõìå �éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí v1, v2, . . . vp. ÔåëéêÜ, êá�áëÞãïõìå ó�ï ü�éç ïñßæïõóá det(M) åßíáé ßóç ìå:
det(M) =

(
p−1
∏

i=1

s(vi)

)

·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −1

−1 s(vp) (−1)p,j

s(vp+1) . . . (−1)i′,j′

(−1)j,p s(vj)

(−1)j′,i′
. . .

s(vn−1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

(
p−1
∏

i=1

s(vi)

)

·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

s(vp)− 1 (−1)p,j

s(vp+1) . . . (−1)i′,j′

(−1)j,p s(vj)

(−1)j′,i′
. . .

s(vn−1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

¸�óé, ç �éìÞ s(vp) − 1 áé�éïëïãåß �çí åíçìÝñùóç �çò s-�éìÞò �çò êïñõöÞò vp ó�ï ÂÞìá 3 �çòóõíÜñ�çóçò Handle-Complement-N node.4.4.2 Åðåîåñãáóßá åíüò N-êüìâïõ Áñá÷íïåéäïýò �ñáöÞìá�ïò¸ó�ù ï êüìâïò t íá åßíáé Ýíáò N-êüìâïò �Ý�ïéïò þó�å ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ïí êüìâï t íá åßíáéóõó�ïëéêü êáé �ï áí�éðñïóùðåõ�éêü ãñÜöçìá G(t) íá åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá. Ôü�å,åÜí õðïèÝóïõìå ÷ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò ü�é ïé êïñõöÝò/ðáéäéÜ�ïõ êüìâïõ t åßíáé v1, v2, . . . , vp,ðïõ ìðïñïýí íá äéáìåñéó�ïýí ó� óýíïëá S = {v1, v2, . . . , vk}, K = {vk+1, vk+2, . . . , v2k}, êáé Rðïõ åßíáé åß�å êåíü (óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, p = 2k) Þ R = {v2k+1} (�ü�å, p = 2k + 1). ¸ó�ùü�é õðïèÝ�ïõìå ãéá �çí þñá ü�é R 6= ∅. �ü�å, ï ðßíáêáò M åßíáé:
M =



























s(v1) 0 0 r 0

0 s(v2) r 0. . . . . . ...
0 s(vk) r 0

r s(vk+1) r · · · r r Z1

r r s(vk+2) · · · r r. . . ... ... . . . ... ...
r r r · · · s(v2k) r

0 0 · · · 0 r r · · · r s(v2k+1)

Z2 Z



























,
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üðïõ ç ðáñÜìå�ñïò r åßíáé ßóç ìå −1 Þ 1 ðïõ áíáðáñéó�Ü �éò ãåé�íéÜóåéò óå Ýíá áñáéü Þ ðõêíüáñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá, áí�ßó�ïé÷á. ¼ðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, �ï óõìðëÞñùìá åíüò áñáéïýáñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò åßíáé Ýíá ðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá. Ôá ó�ïé÷åßá �ùí ðéíÜêùí Z1 êáé
Z2 åßíáé ßóá ìå −1 êáé 0 ðïõ åîáñ�Ü�áé áðü �ï åÜí ïé áí�ßó�ïé÷åò êïñõöÝò åßíáé ãåé�ïíéêÝò ó�ïãñÜöçìá Þ ü÷é, êáé ï ðßíáêáò Z åßíáé Ýíáò (n− p− 1)× (n− p− 1) õðïðßíáêáò �çò ìïñöÞò

Z =












s(vp+1) (−1)j′,i. . .
(−1)i,j′ s(vi) . . .

s(vn−1)












.Åßíáé óçìáí�éêü íá óçìåéþóïõìå ü�é, åîáé�ßáò �ïõ ü�é �ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá åßíáé ìéá áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá, ïé ó�Þëåò �ïõ õðïðßíáêá Z1 åßíáé ðáíïìïéü�õðåò, üðùò åðßóçò êáé ïé ãñáììÝò �ïõ õðïðß-íáêá Z2.�éá íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá det(M) �ïõ ðßíáêá M , åê�åëïýìå �á áêüëïõèá:1. Ìçäåíßæïõìå �á ìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ùí ðñþ�ùí k ãñáììþí êáé ó�çëþí �ïõ ðßíáêá M :�éá íá �ï ðå�ý÷ïõìå áõ�ü,
⊲ ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ó�Þëç j, ãéá 1 ≤ j ≤ k, ìå −r/s(vj), êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çíó�Þëç k + j, áí�ßó�ïé÷á.

⊲ ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ãñáììÞ j, ãéá 1 ≤ j ≤ k, ìå −r/s(vj), êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìåó�çí ãñáììÞ k + j, áí�ßó�ïé÷á.Óçìåéþíïõìå ü�é ìå�Ü �çí åê�Ýëåóç �ùí ðáñáðÜíù ðñÜîåùí �á äéáãþíéá ó�ïé÷åßá (i, i), ãéá
k +1 ≤ i ≤ 2k, �ïõ ðßíáêá M Ý÷ïõí �éìÝò s(vi)−

r2

s(vi−k) . Åöüóïí ç �éìÞ r åßíáé ßóç ìå −1 Þ
1, Ý÷ïõìå ü�é r2 = 1. Ïëá �á ìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ùí (i, j) èÝóåùí êáé �ùí óõììå�ñéêþí,ãéá k + 1 ≤ i ≤ 2k êáé p + 1 ≤ j ≤ n− 1, Ý÷ïõí �éìÝò

bi = −1 +
r

s(v2k−i)
.�ñïóÝî�å ü�é áõ�Þ ç �éìÞ áíáèÝ�å�áé ó�éò ìå�áâëç�Ýò bi �çò óõíÜñ�çóçò Contrat-Spider-N node ó�ï ÂÞìá 2. �éï óõãêåêñéìÝíá, ï ðßíáêáò M ãßíå�áé:

M =































s(v1) (−1)1,j

s(v2) (−1)2,j. . . ...
s(vk) (−1)k,j

s(vk+1) − 1
s(v1)

r · · · r r (bk+1)k+1,j

r s(vk+2) − 1
s(v2)

· · · r r (bk+2)k+2,j... ... . . . ... ... ...
r r · · · s(v2k) − 1

s(vk)
r (b2k)2k,j

r r · · · r s(v2k+1) (−1)2k+1,j

(−1)j,1 (−1)j,2 · · · (−1)j,k (bk+1)j,k+1 (bk+2)j,k+2 · · · (b2k)j,2k (−1)j,2k+1 Z































.
2. Ìçäåíßæïõìå �á ìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ùí ãñáììþí k + 1, k + 2, . . . , 2k + 1 �ïõ ðßíáêá M :�éá íá �ï ðå�ý÷ïõìå áõ�ü, 54



⊲ ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ãñáììÞ 2k ìå −1, êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�éò ãñáììÝò j, ãéá
k + 1 ≤ j ≤ 2k + 1.Ôü�å �á äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �ùí k + 1, k + 2, . . . , 2k− 1 ãñáììþí Ý÷ïõí �éìÝò s′(vi) = s(vi)−

1
s(vi−k) − r, ãéá k + 1 ≤ i ≤ 2k − 1. Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå ü�é áõ�Ýò ïé �éìÝò áíáèÝ�ïí�áéó�éò s-�éìÝò �ùí áí�ßó�ïé÷ùí êïñõöþí ó�ï ÂÞìá 2 �çò óõíÜñ�çóçò Contrat-Spider-N node.�éá íá åßìáó�å óõíåðÞò ìå �éò �éìÝò ðïõ áíáèÝ�ïí�áé ó�çí óõíÜñ�çóç, Ýó�ù

ci = bi − b2k = r ·
s(vk)− s(vi−k)

s(vk) · s(vi−k)
, for k ≤ i ≤ 2k − 1,

c2k = b2k, and
c2k+1 = −1− b2k = −

r

s(k)
.Áí�éêáèéó�þí�áò �éò �éìÝò s′(v2k) = s(v2k)− 1

s(vk) êáé s′(v2k+1) = s(v2k+1)− r �ùí èÝóåùí
(2k, 2k) êáé (2k + 1, 2k + 1) áí�ßó�ïé÷á, èá Ý÷ïõìå:

M =






























s(v1) (−1)1,j

s(v2) (−1)2,j. . . ...
s(vk) (−1)k,j

s′(vk+1) r − s′(v2k) (ck+1)k+1,j

s′(vk+2) r − s′(v2k) (ck+2)k+2,j. . . ... ...
r r · · · s′(v2k) r (c2k)2k,j

r − s′(v2k) s′(v2k+1) (c2k+1)2k+1,j

(−1)j,1 (−1)j,2 · · · (−1)j,k (bk+1)j,k+1 (bk+2)j,k+2 · · · (b2k)j,2k (−1)j,2k+1 Z






























.
3. Ìçäåíßæïõìå �á ìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá �çò ãñáììÞò 2k êáé �çò ó�Þëçò 2k �ïõ ðßíáêá M :�éá íá �ï ðå�ý÷ïõìå áõ�ü,

⊲ ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ãñáììÞ j, ãéá k+1 ≤ j ≤ 2k−1, ìå− r
s′(vj)

, êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìåó�çí ãñáììÞ 2k.

⊲ ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ãñáììÞ 2k +1, ìå − r
s′(v2k+1) , êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ãñáììÞ

2k.Ïé ðáñáðÜíù ðñÜîåéò åðçñåÜæïõí �éò �éìÝò �ùí èÝóåùí (2k, 2k) êáé (2k, j), ãéá p + 1 ≤ j ≤

n− 1. Ôá ó�ïé÷åßá ó�éò áí�ßó�ïé÷åò èÝóåéò Ý÷ïõí �éìÝò:
s′′(v2k) = s′(v2k)− r(r − s′(v2k)) ·

(

1

s′(v2k+1)
+

2k−1∑

i=k+1

1

s′(vi)

) and
c′2k = c2k − r ·

(

c2k+1

s′(v2k+1)
+

2k−1∑

i=k+1

ci

s′(vi)

) respetively.¸�óé ç s-�éìÞ �çò êïñõöÞò v2k áðïäåéêíýå�áé üðùò åðßóçò êáé ç �åëéêÞ �éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ
c2k �çò óõíÜñ�çóçò Contrat-Spider-N node. Õðåíèõìßæïõìå ü�é áõ�Þ åßíáé ç ðåñßð�ùóç ðïõ
R 6= ∅ êáé ãé' áõ�ü, ïé �éìÝò �ùí λs êáé λc �ïõ ÂÞìá�ïò 3 åßíáé áðáñáß�ç�åò Ý�óé þó�å íááðïê�çèïýí ïé áí�ßó�ïé÷åò óõó÷å�ßóåéò. Óõíå÷ßæïõìå ìå �çí �åëéêÞ ðñÜîç ðÜíù ó�ïí ðßíáêá
M :

⊲ ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ó�Þëç j, ãéá k + 1 ≤ j ≤ 2k− 1, ìå − r−s′(v2k)
s′(vj) , êáé �çí ðñïóèÝ-�ïõìå ó�çí ó�Þëç 2k. 55



⊲ ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ó�Þëç 2k + 1, ìå − r−s′(v2k)
s′(v2k+1)

, êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ó�Þëç
2k.Áõ�Ýò ïé ðñÜîåéò åðçñåÜæïõí ìüíï �éò �éìÝò �ùí èÝóåùí (j, 2k), ãéá p+1 ≤ j ≤ n− 1. Áõ�Ýòïé �éìÝò ìå�á�ñÝðïí�áé óå:

b′2k = b2k − (r − s′(v2k)) ·

(

b2k+1

s′(v2k+1)
+

2k−1∑

i=k+1

bi

s′(vi)

)

,where b2k+1 = −1.Óõíïøßæïí�áò, ï �åëéêüò ðßíáêáò M åßíáé
M =






























s(v1) (−1)1,j

s(v2) (−1)2,j. . . ...
s(vk) (−1)k,j

s′(vk+1) (ck+1)k+1,j

s′(vk+2) (ck+2)k+2,j. . . ...
s′′(v2k) (c′2k)2k,j

s′(v2k+1) (c2k+1)2k+1,j

(−1)j,1 (−1)j,2 · · · (−1)j,k (bk+1)j,k+1 (bk+2)j,k+2 · · · (b′2k)j,2k (b2k+1)j,2k+1 Z






























.
¸�óé ï ðßíáêáò M Ý÷åé �çí ìïñöÞ �ïõ ðßíáêá M1 �çò Åî. (4.2) êáé �ï ËÞììá 4.1 áðïäåéêíýåé �çíöÜóç �çò åíçìÝñùóçò êáé �çò óõññßêíùóçò �çò áí�ßó�ïé÷çò óõíÜñ�çóçò.Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ü�é ó�ç ðåñßð�ùóç ðïõ R = ∅ ïé êá�Üëëçëåò �éìÝò �çò óõíÜñ�çóçò,ãéá λc = 0, λb = 0 êáé λs = 0, �áéñéÜæåé �éò ðñïçãïýìåíåò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí.4.5 �ïëõðëïêü�ç�á ×ñüíïõÓ�çí óõíÝ÷åéá õðïëïãßæïõìå �çí ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ �ïõ áëãïñßèìïõ Spanning Trees-Number.ËÞììá 4.2. Ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number �ñÝ÷åé óå O(n + m + φ(G)) ÷ñüíï, üðïõ nåßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí, m åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí áêìþí, êáé φ(G) åßíáé �ï ìç-âáóéêü êüó�ïò�ïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìá�ïò G.Áðüäåéîç. Ôï ÂÞìá 1 �ïõ áëãïñßèìïõ Spanning Trees-Number ÷ñåéÜæå�áé O(n+m) ÷ñüíï êáé �ü-óï ÷ñüíï ÷ñåéÜæå�áé ç êá�áóêåõÞ �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G [30, 80℄. Ï õðïëïãéóìüò�ùí óõíüëùí åðéðÝäùí L0, L1, . . . , Lh−1 �ïõ äÝí�ñïõ T (G) ó�ï ÂÞìá 3 ìðïñåß íá åðé�åõ÷èåß óå O(n)÷ñüíï, áöïý �ï äÝí�ñï T (G) ðåñéÝ÷åé O(n) êüìâïõò. Åðéðñüóèå�á, ðñïóÝî�å ü�é áêñéâþò ìéá áðü�éò óõíáñ�Þóåéò Contrat-Parallel Series, Handle-Basi-N node (Contrat-Spider, Contrat-Tree,Contrat-Cyle, Handle-Complement-N node), êáé Contrat-NonBasi-N node åöáñìüæïí�áé óåêÜèå Ýíáí áðü �ïõò êüìâïõò �ïõ äÝí�ñïõ T (G). ¼�áí ç óõíÜñ�çóç Contrat-Parallel Series åöáñ-ìüæå�áé óå Ýíáí êüìâï t, ìðïñåß íá åê�åëåó�åß óå O(|h(t)|) ÷ñüíï, üðïõ |h(t)| åßíáé �ï ðëÞèïò �ùíðáéäéþí �ïõ êüìâïõ t ó�ï äÝí�ñï T (G). Åðßóçò, ðñïóÝî�å ü�é ïé óõíáñ�Þóåéò Contrat-Tree êáéContrat-Cyle áðáé�ïýí O(|h(t)|) ÷ñüíï, áöïý �ï ðëÞèïò �ùí êüìâùí åßíáé O(|h(t)|). ¼�áí çóõíÜñ�çóç Contrat-Spider-N node åöáñìüæå�áé ó�ïí êüìâï t ìå áí�éðñïóùðåõ�éêü ãñÜöçìá Ýíáðñþ�ï áñÜ÷íïåéäÝò ãñÜöçìá G(t), ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå �á óýíïëá S, K, êáé R �ïõ ãñáöÞìá�ïò
G(t) (áõ�ü ìðïñåß íá ãßíåé åýêïëá óå O(|V (Gt)| + |E(Gt)|) ÷ñüíï áöïý Ý÷ïõí õðïëïãéó�åß ïéâáèìïß �ùí êïñõöþí �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò . óçìåéþó�å ü�é, åÜí ãñÜöçìá åßíáé Ýíá áñá-÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R), �ü�å ãéá êÜèå åðéëïãÞ �ùí êïñõöþí v, u, êáé r áðü �á56



óýíïëá S, K, êáé R áí�ßó�ïé÷á, degree(v) < degree(r) < degree(u) [62℄), íá åíçìåñþóïõìå �éò
s-�éìÝò (áõ�ü ðáßñíåé ÷ñüíï O(|h(t)|)), êáé íá åíçìåñþóïõìå �ï md-äÝí�ñï (ðïõ åðßóçò ðáßñíåé
O(|h(t)|) ÷üñíï). ÔåëéêÜ, ü�áí ç óõíÜñ�çóç Contrat-NonBasi-N node åöáñìüæå�áé óå Ýíáíêüìâï t, ÷ñåéÜæå�áé O(|V (Gt)|2.376) ÷ñüíï, Ý�óé þó�å ç åê�Ýëåóç �çò óõíÜñ�çóçò óå üëïõò �ïõìç-âáóéêïýò N-êüìâïõò �ïõ äÝí�ñïõ T (G) áðáé�åß óå óýíïëï O(φ(G)) ÷ñüíï, üðïõ φ(G) åßíáé �ïìç-âáóéêü êüó�ïò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G.Ç êá�áóêåõÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(t) óå Ýíáí êüìâï t ÷ñåéÜæå�áé O(|V (Gt)| + |E(Gt)|) ÷ñüíï,áöïý ï êüìâïò t åßíáé óõó�ïëéêüò, äçëáäÞ üëá �á ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ t åßíáé öýëëá ó�ï äÝí�ñï
T (G). Åäþ óçìåéþíïõìå ü�é �ï ãñÜöçìá G(t) êáé �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáé óõíåê�éêÜ ãñáöÞìá�á,áöïý ï êüìâïò t åßíáé Ýíáò N-êüìâïò ó�ï äÝí�ñï T (G). Ó�éò óõíáñ�Þóåé Handle-Basi-N nodeêáé Handle-Complement-N node ðñÝðåé íá áíáãíùñßóïõí ðü�å Ýíá ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá áñáéüáñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá, Ýíá ðñþ�ï äÝí�ñï, Ýíáò Ü÷ïñäïò êýêëïò Þ �ï óõìðëÞñùìá åíüò �Ý�ïéïõãñáöÞìá�ïò. ¼ðùò ðñïáíáöÝñèçêå, ãéá Ýíá áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá, ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå�çí äéáìÝñéóç �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò óå O(|V (Gt)| + |E(Gt)|) ÷ñüíï. Ôü�å, åëÝã÷ïí�áò�ïõò âáèìïýò �ùí êïñõöþí ó�ï óýíïëï S åßíáé áñêå�ü Ý�óé þó�å íá îåêáèáñßóïõìå Ýíá áñáéüáðü Ýíá ðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá. ¸íá ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá äÝí�ñï åÜí êáé ìüíï åÜí åßíáéóõíåê�éêü êáé Ý÷åé |V (G(t))| − 1 áêìÝò . åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é åÜí �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáéóõíåê�éêü êáé �ï ãñÜöçìá G(t) Ý÷åé k(k−1)

2 − k + 1 áêìÝò, üðïõ k = |V (Gt)|, �ü�å �ï ãñÜöçìá
G(t) åßíáé �ï óõìðëÞñùìá åíüò äÝí�ñïõ. Ôï ãåãïíüò ü�é Ýíáò Ü÷ïñäïò êýêëïò ìå k êïñõöÝò êáé�ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáé óõíåê�éêÜ êáé üëåò ïé êïñõöÝò �ïõ Ý÷ïõí âáèìü 2 êáé k− 3, áí�ßó�ïé÷á,åßíáé åðáñêÝò ãéá íá �á áíáãíùñßóïõìå. ¸�óé, ç áíáãíþñéóç ÷ñåéÜæå�áé ÷ñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò�ï ìÝãåèïò �ïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìá�ïò G(t).ÄïèÝí�ïò ü�é �ï ðëÞèïò �ùí êüìâùí �ïõ äÝí�ñïõ T (G) åßíáé O(n), �ï ãåãïíüò ü�é �ï ðëÞèïò�ùí áêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáé �ï ðïëý ßóïò ìå �ïí óõíïëéêü áñéèìü �ùí áêìþí áðü üëá �ááí�éðñïóùðåõ�éêÜ ãñáöÞìá�á �ïõ äÝí�ñïõ T (G), êáé �ï ãåãïíüò ü�é ï Ýëåã÷ïò åíüò ãñáöÞìá�ïò HåÜí åßíáé Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá ðáßñíåé O(|V (H)|+ |E(H)|) ÷ñüíï, �ü�å �ï ÂÞìá 4 �ïõ áëãïñßèìïõSpanning Trees-Number áðáé�åß O(n + m + φ(G)) ÷ñüíï. ÔåëéêÜ, �ï ÂÞìá 5 ÷ñåéÜæå�áé O(n)÷ñüíï õðü �ï ïìïéüìïñöï êñé�Þñéï êüó�ïõò, óýìöùíá ìå �ï ïðïßï êÜèå ðñÜîç áðáé�åß ìéá ìïíÜäá÷ñüíïõ êáé êÜèå êá�á÷ùñç�Þò áðáé�åß ìéá ìïíÜäá ÷þñïõ, ðïõ åðÜãåé ü�é áíåîÜñ�ç�á �ïõ ðüóïìåãÜëïé åßíáé ïé áñéèìïß, ìéá áñéèìç�éêÞ ðñÜîç ìå�áîý ℓ áñéèìþí ðáßñíåé O(ℓ) ÷ñüíï. ÅðïìÝíùò,ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number ÷ñåéÜæå�áé O(n + m + φ(G)) ÷ñüíï.Óçìåßùóç 4.1. Ç ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ êáé ÷þñïõ �ïõ áëãüñéèìïý ìáò ìå�ñéÝ�áé óýìöùíáìå �ï ïìïéüìïñöï êñé�Þñéï êüó�ïõò. Õðü �ï êñé�Þñéï áõ�ü êÜèå åðåîåñãáóßá ó�ï ìïí�Ýëï ìáòáðáé�åß ìéá ìïíÜäá ÷ñüíïõ êáé êÜèå êá�á÷ùñç�Þò ìéá ìïíÜäá ÷þñïõ. �áñÜ �ï ãåãïíüò ü�é ïéáñéèìç�éêÝò ðñÜîåéò åìðåñéÝ÷ïõí ìåãÜëïõ ìåãÝèïõò �õ÷áßïõò áñéèìïýò, ìå�ñÜìå êÜèå ðñÜîç ùòÝíá âÞìá. Ó�çí äéêéÜ ìáò ðåñßð�ùóç �ï ïìïéüìïñöï êüó�ïò åßíáé ðñáãìá�éêü (realisti) åÜí ìéáëÝîç �ïõ õðïëïãéó�Þ ìðïñåß íá áðïèçêåýóåé Ýíáí áêÝñáéï ìåãÝèïõò �ï ðïëý nn−2, üðïõ n �ïðëÞèïò �ùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞìá�ïò (�ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G ìå
n êïñõöÝò åßíáé �ï ðïëý nn−2 . �ï ðëÞñåò ãñÜöçìá Kn Ý÷åé nn−2 óêåëå�éêÜ äÝí�ñá). Óçìåéþó�åðáñ' üëá áõ�Ü ü�é åÜí ç ðïóü�ç�á nn−2 åßíáé ìåãáëý�åñç áðü áõ�Þí ðïõ ìðïñåß íá áðïèçêåõ�åßóå ìéá ëÝîç �ïõ õðïëïãéó�Þ, �ü�å áêüìá êáé �ï ëïãáñéèìéêü êñé�Þñéï êüó�ïõò (�ï ìïí�Ýëï áõ�üëáìâÜíåé õð' üøéí �ï �ï ðåñéïñéóìÝíï ìÝãåèïò ìéáò ðñáãìá�éêÞò èÝóçò (ëÝîçò) ìíÞìçò, ðïõ åßíáéëïãáñéèìéêÞ óå ó÷Ýóç ìå �ïí áñéèìü ðïõ áðïèçêåýåé) åßíáé êá�Ü êÜðïéï �ñüðï ìç-ñåáëéó�éêü, áöïýèåùñåß ü�é äýï áêÝñáéïé áñéèìïß i êáé j ìðïñïýí íá ðïëëáðëáóéáó�ïýí óå ÷ñüíï O(log(i)+ log(j)),ï ïðïßïò äåí åßíáé ãíùó�üò ü�é åßíáé ðñáãìá�ïðïéÞóéìïò (äåß�å [3, 96℄). 2
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4.6 Õðïëïãéóìüò �ïõ �ëÞèïõò �ùí Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí óå �ñáììéêü×ñüíï¸ó�ù G Ýíá ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò êáé Ýó�ù φ(G) íá åßíáé �ï ìç-âáóéêü êüó�ïò�ïõ. Áðü �ï ËÞììá 4.2, åßíáé îåêÜèáñï ü�é åÜí �ï êüó�ïò φ(G) åßíáé ãñáììéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò�ïõ ãñáöÞìá�ïò G, �ü�å ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number �ñÝ÷åé óå ãñáììéêü ÷ñüíï. �éïóõãêåêñéìÝíá, áêïëïõèïýìåíïé áðü �éò óõíáñ�Þóåéò ðïõ åöáñìüæïí�áé óå êÜèå åóù�åñéêü N-êüìâï
t �ïõ äÝí�ñïõ T (G), Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèï èåþñçìá.Èåþñçìá 4.1. ¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò, êáé Ýó�ù T (G) �ï md-äÝí�ñï�ïõ. ÅÜí êÜèå ðñþ�ï ãñÜöçìá ó�ï äÝí�ñï T (G) åßíáé (i) Ýíá áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá, Þ (ii) ÝíáäÝí�ñï, Þ (iii) Ýíáò Üêõêëïò êýêëïò, Þ (iv) �á óõìðëçñþìá�Ü �ïõò, Þ (v) Ýíá ãñÜöçìá ìå ðñïêá-èïñéóìÝíï (�xed) ìÝãåèïò, �ü�å �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìðïñåß íáõðïëïãéó�åß óå O(n + m) ÷ñüíï êáé ÷þñï.Ó�ç óõíÝ÷åéá åîå�Üæïõìå êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí ðïõ Ý÷ïõí ãñáììéêü Þ ó�áèåñü ìç-âáóéêü êüó�ïò.4.6.1 ÄÝí�ñá-ographs�ñüóöá�á, ðïëëïß åñåõíç�Ýò áöéÝñùóáí �éò åñãáóßåò �ïõò ó�çí åðÝê�áóç �ùí ãíùó�þí ographs.Ï Tinhofer ó�çí åñãáóßá [104℄ åéóÞãáãå �á äÝí�ñá-ographs (tree-ographs) üðïõ ç áíáäñïìÞ, áí�ßíá îåêéíÜåé ìå ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ, îåêéíÜåé ìå Ýíá ïðïéïäÞðï�å äÝí�ñï. ¸ðå�áé ü�é �á äÝí�ñá-ographs ðåñéÝ÷ïõí üëá �á äÝí�ñá êáé �á äÜóç. ¸�óé, êÜèå ðñþ�ï ãñÜöçìá �ïõ md-äÝí�ñïõ åíüòäÝí�ñïõ-ograph åðÜãåé Ýíá äÝí�ñï ãñÜöçìá. Áðü �ï Èåþñçìá 4.1 åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ü�é�ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá éó÷ýåé.ËÞììá 4.3. Ôï ìç-âáóéêü êüó�ïò åíüò äÝí�ñïõ-ograph G åßíáé φ(G) = 0.4.6.2 (q, q − 4) �ñáöÞìá�áÏé Babel êáé Olariu ó�çí åñãáóßá [5℄ ðñü�åéíáí �çí ãåíéêÞ éäÝá �ùí (q, t) ãñáöçìÜ�ùí. Óå Ýíá�Ý�ïé ãñÜöçìá, êáíÝíá óýíïëï ìå �ï ðïëý q êïñõöÝò ðåñéÝ÷åé ðáñáðÜíù áðü t äéáöïñå�éêÜ P4.ÓõãêåêñéìÝíá, �á (q, q − 4) ãñáöÞìá�á åðéäÝ÷ïí�áé óçìáí�éêÝò äïìéêÝò éäéü�ç�åò (Ý÷ïõí Ýíá ìï-íáäéêü äÝí�ñï áíáðáñÜó�áóçò . äåß�å Èåþñçìá 4.2) [4℄, åßíáé brittle2 ãéá q ≤ 8 [5℄ áëëÜ äåí åßíáébrittle (ïý�å �Ýëåéá) for q ≥ 9. �ñïêýð�åé ü�é �á ographs åßíáé áêñéâþò �á (4, 0) ãñáöÞìá�á,�á P4-sparse ãñáöÞìá�á åßíáé �á (5, 1) ãñáöÞìá�á, êáé �á C5-free P4-extendible ãñáöÞìá�á åßíáé�á (6, 2) ãñáöÞìá�á. Ìå �ïí äéêü ìáò óõìâïëéóìü ç äïìÞ �ùí (q, q − 4) ãñáöçìÜ�ùí ìðïñåß íáðåñéãñáöåß ùò åîÞò.Èåþñçìá 4.2 (Babel and Olariu [5℄). ¸ó�ù G Ýíá (q, q − 4) ãñÜöçìá. Ôü�å, êÜèå ðñþ�ïãñÜöçìá ó�ï md-äÝí�ñï �ïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáé åß�å Ýíá ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá, åß�å ÝíáãñÜöçìá ìå �ï ðïëý q êïñõöÝò.Âáóéæüìåíïé ó�ï ðñïçãïýìåíï áðï�Ýëåóìá, ðïëëÜ ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ïðïßçóçò êáé êõñéáñ÷ßáò(domination problems) (üðùò åßíáé ç �Üîç �ùí êïñõöþí (vertex ranking), ç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ-�éá (path over), ç ëßó�á ÷ñùìÜ�ùí (list oloring) ê�ë.) ìðïñïýí íá åðéëõèïýí óå ãñáììéêü ÷ñüíïãéá �çí êëÜóç �ùí (q, q−4) ãñáöçìÜ�ùí ãéá ðñïêáèïñéóìÝíç �éìÞ q [4℄. Åäþ óçìåéþíïõìå ü�é ãéáÝíá (q, q−4) ãñÜöçìá G, �ï Èåþñçìá 4.2 åðÜãåé ü�é ïé êïñõöÝò �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïòG(t)ó�ï äÝí�ñï T (G) äåí åßíáé áðáñáß�ç�á öýëëá. Åðéðñüóèå�á, åöüóïí ï õðïëïãéóìüò �ïõ ðëÞèïõò�ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò ìå ó�áèåñü ðëÞèïò êïñõöþí ÷ñåéÜæå�áé ó�áèåñü ÷üíï,�ï Èåþñçìá 4.1 åðÜãåé ü�é:2 Ï Chv�atal üñéóå Ýíá ãñÜöçìá G íá åßíáé brittle åÜí êÜèå åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá H �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðåñéÝ÷åéìéá êïñõöÞ ðïõ äåí åßíáé ìÝóç-êïñõöÞ êáé �áõ�ü÷ñïíá äåí åßíáé Üêñï êáíåíüò P4. Äåß�å åðßóçò [18℄.58



(q, q − 4) brittle
P4-tidy (8,4) split-perfet

P4-extendible (7,3) extended
P4-sparse P4-laden superbrittle

P4-litetree-ographs P4-extend.-C5-free (6,2) extended
P4-reduible P4-sparse(5,1) splitforests P4-reduibletrees ographs (P4-free)(4,0) spiderÓ÷Þìá 4.2: Óõó÷Ý�éóç ìå�áîý êëÜóåùí ãñáöçìÜ�ùí (Hasse diagram). �éá �éò êëÜóåéò ðïõ âñß-óêïí�áé áñéó�åñÜ áðü �çí äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ, �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ìðïñåß íáõðïëïãéó�åß óå ãñáììéêü ÷ñüíï.ËÞììá 4.4. Ôï ìç-âáóéêü êüó�ïò åíüò (q, q−4) ãñáöÞìá�ïò G ìå n êïñõöÝò åßíáé φ(G) = O(n),ãéá ïðïéïäÞðï�å êáèïñéóìÝíï q ≥ 4.4.6.3 P4-tidy �ñáöÞìá�á¼ðùò áíáöÝñå�áé ó�çí åñãáóßá [39℄, ç êëÜóç �ùí P4-tidy ãñáöçìÜ�ùí åéóÞ÷èåé áðü �çí I. Rusuìå óêïðü íá åñìçíåýóåé (äéåõêñéíßóåé) �çí Ýííïéá �ïõ P4-domination óå �Ýëåéá ãñáöÞìá�á. ¸íáãñÜöçìá G ïíïìÜæå�áé P4-tidy åÜí ãéá êÜèå åðáãþìåíï P4, Ýó�ù A, �ï ðïëý ìéá êïñõöÞ áðü �ïóýíïëï V \ A åðÜãåé Ýíá P4 ìáæß ìå �ñåéò êïñõöÝò áðü �ï A (äçëáäÞ, êÜèå P4 Ý÷åé �ï ðïëý Ýíáípartner). Ôá P4-tidy ãñáöÞìá�á ðåñéÝ÷ïõí áõó�çñÜ �á ographs, �á P4-reduible, �á P4-sparse,�á P4-extendible, êáé �á P4-lite ãñáöÞìá�á. Ôá P4-lite ãñáöÞìá�á åß÷áí ïñéó�åß áðü �ïõò Jamisonêáé Olariu ó�çí åñãáóßá [59℄: Ýíá ãñÜöçìá G ëÝãå�áé P4-lite åÜí êÜèå åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá H�ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìå �ï ðïëý Ýîé êïñõöÝò åß�å ðåñéÝ÷åé �ï ðïëý äýï P4, åß�å åßíáé Ýíá 3-sun, åß�ååßíáé �ï óõìðëÞñùìá åíüò 3-sun (Ýíá 3-sun åßíáé Ýíá ðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìå Ýîé êïñõöÝòêáé ìå R = ∅). Åß÷áí åðéóçìÜíåé ü�é êÜèå P4-sparse ãñÜöçìá åßíáé P4-lite êáé áðÝäåéîáí ü�é êÜèå

P4-lite ãñÜöçìá åßíáé brittle êáé ãé' áõ�ü åßíáé �Ýëåéï. ÅðéóçìÜíïõìå åäþ ü�é �á P4-lite ãñáöÞìá�áóõìðßð�ïõí ìå �á C5-free P4-tidy ãñáöÞìá�á.Ôï Èåþñçìá 3.2 ó�çí åñãáóßá [39℄ åðéöÝñåé �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá ãéá �çí m-áðïóýíèåóç�ùí P4-tidy ãñáöçìÜ�ùí:Èåþñçìá 4.3 (Giakoumakis et al. [39℄). ¸ó�ù G Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýó�ù T (G) �ï md-äÝí�ñï�ïõ. To ãñÜöçìá G åßíáé P4-tidy åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå N-êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ T (G), åß�å59



(i) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R) êáé �ï ðïëýìéá êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï S ∪K åßíáé Ýíáò åóù�åñéêüò êüìâïò ó� äÝí�ñï T (G), åß�å(ii) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá P5 êáé êáìßá êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò P5 äåí åßíáé åóù�åñéêÞêïñõöÞ ó�ï äÝí�ñï T (G), åß�å(iii) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá P5 êáé êáìßá êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò P5 äåí åßíáé åóù�åñéêÞêïñõöÞ ó�ï äÝí�ñï T (G), åß�å(iv) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá C5 êáé êáìßá êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò C5 äåí åßíáé åóù�åñéêÞêïñõöÞ ó�ï äÝí�ñï T (G).Ó�çí åñãáóßá [39℄, �ï Èåþñçìá 4.3 Ýðáéîå ïõóéáó�éêü ñüëï ãéá Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï áíáãíþ-ñéóçò �ùí P4-tidy ãñáöçìÜ�ùí êáé ãéá �çí ãñáììéêÞ-÷ñüíïõ åðßëõóç ðñïâëçìÜ�ùí õðïëïãéóìïý�ïõ áñéèìïý êëßêáò êáé åõó�Üèåéáò, �ïõ ÷ñùìá�éêïý áñéèìïý, êáé �ïõ hamiltonian ìïíïðá�éïý.Óå óõíäõáóìü ìå �çí äéêÞ ìáò åñãáóßá, áõ�ü åðÜãåé ü�é �ï ìç-âáóéêü êüó�ïò φ(G) åíüò P4-tidyãñáöÞìá�ïò G åßíáé ìçäåíéêü.ËÞììá 4.5. Ôï ìç-âáóéêü êüó�ïò φ(G) åíüò P4-tidy ãñáöÞìá�ïò G åßíáé φ(G) = 0.Óõíïøßæïí�áò, ìå âÜóç �á ËÞììá�á 4.3, 4.4, êáé 4.5, �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùíêëáóåùí �ùí äÝí�ñùí-ographs, (q, q − 4) ãñáöçìÜ�ùí ãéá ó�áèåñü q ≥ 4, êáé ãéá �ùí P4-tidyãñáöçìÜ�ùí ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áðï�åëåóìá�éêÜ. ÅðéðëÝïí, äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé êáíåßòü�é ãéá áõ�Ü �á ãñáöÞìá�á ï ÷þñïò ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number åßíáé
O(n+m). ¼ðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, �ï md-äÝí�ñï åíüò ãñáöÞìá�ïò êáé, ðéï óõãêåêñéìÝíá,ç êá�áóêåõÞ �ïõ áðáé�åß ÷þñï ãñáììéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ ãñáöÞìá�ïò [30, 80℄. ¸�óé, �ááðï�åëÝóìá�á �çò åíü�ç�áò áõ�Þò óõãêåí�ñþíïí�áé ó�ï áêüëïõèï èåþñçìá.Èåþñçìá 4.4. Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò äÝí�ñïõ-ograph, Þ åíüò (q, q−4) ãñáöÞ-ìá�ïò ãéá ó�áèåñü q ≥ 4, Þ åíüò P4-tidy ãñáöÞìá�ïò ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå O(n + m) ÷ñüíïêáé ÷þñï, üðïõ n êáé m åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí êáé áêìþí, áí�ßó�ïé÷á, �ïõ óõãêåêñéìÝíïõãñáöÞìá�ïò.Ôï Ó÷Þìá 4.2 ðáñïõóéÜæåé �éò êëÜóåéò �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ áíáöÝñïí�áé ó�ç åñãáóßá áõ�Þ êáé�éò óõó÷å�ßóåéò �ïõò . ç ìÝèðäüò ìáò åðé�ñÝðåé �ïí ãñáììéêü ÷ñüíï õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùíóêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãéá �éò êëÜóåéò ðïõ âñßóêïí�áé áñéó�åñÜ áðü �çí äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ.Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é áñêå�Ýò áêüìá õðïêëÜóåéò ãíùó�þí ãñáöçìÜ�ùí åðéöÝñïõí äïìéêÝòéäéü�ç�åò ðïõ åðé�ñÝðïõí Ýíáí ãñáììéêü ÷ñüíï õðïëïãéóìïý �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí �ïõòäÝí�ñùí. �áñáäåßãìá�á ðåñéÝ÷ïí�áé ó�éò êëÜóåéò �ùí tree-perfet êáé forest-perfet ãñáöçìÜ�ùíðïõ åß÷áí åéóá÷èåß ó�çí åñãáóßá [17℄ êáé ãéá �á ïðïßá �ï áêüëïõèï ëÞììá éó÷ýåé (ËÞììá 4.1 [17℄):ËÞììá 4.6 (Brandst�adt êáé Le [17℄). ¸ó�ù �ï ãñÜöçìá G ðïõ Ý÷åé Ýíá åðáãþìåíï ìïíïðÜ�é
P6. Ôü�å �ï ãñÜöçìá G åßíáé tree-perfet åÜí êáé ìüíï åÜí �ï ãñÜöçìá G áðïê�Ü�áé áðü ÝíáäÝí�ñï áí�éêáèéó�þí�áò �á öýëëá ìå ographs Þ �ï ãñÜöçìá G áðïê�Ü�áé áðü Ýíá ðñþ�ï ãñÜöçìáìå ïê�þ êïñõöÝò áí�éêáèéó�þí�áò �éò �Ýóóåñéò êïñõöÝò �ïõ ìå ographs.Âáóéæüìåíïé ó�ï ðñïçãïýìåíï áðï�Ýëåóìá, åßíáé ðñïöáíÝò ü�é �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùíåíüò tree-perfet ãñáöÞìá�ïò ìå Ýíá åðáãþìåíï P6 ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ãñáììéêü ÷ñüíï êáé÷þñï.
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4.7 ÓõìðåñÜóìá�áÓå áõ�ü �ï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜóáìå ìéá ãåíéêÞ ìÝèïäï õðïëïãéóìïý �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþíäÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí m-áðïóýíèåóç, ðïõ åðÝöåñå Ýíáí ãñáììéêü áëãü-ñéèìï ãéá �ï ðñüâëçìá óå P4-tidy ãñáöÞìá�á, óå (q, q − 4) ãñáöÞìá�á ãéá ó�áèåñü q ≥ 4, êáéóå tree-ographs. Åêìå�áëëåõ�Þêáìå �éò äïìéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ md-äÝí�ñïõ áõ�þí �ùí ãñáöçìÜ-�ùí êáé ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �ï Èåþñçìá �ïõ ðßíáêá-äÝí�ñïõ, Kirhho�, ùò Ýíá åñãáëåßï ãéá �çíáðüäåéîç �çò ïñèü�ç�áò �ïõ ðñï�åéíüìåíïõ áëãïñßèìïõ. �åñéìÝíïõ ü�é ç ðñïóÝããéóÞ ìáò åöáñìü-æå�áé êáé óå Üëëïõ �ýðïõ ðñþ�ùí ãñáöçìÜ�ùí (åê�üò áðü áñá÷íïåéäÞ ãñáöÞìá�á, ðñþ�á äÝí�ñá,Ü÷ïñäïõò êýêëïõò êáé �á óõìðëçñþìá�Ü �ïõò), ðïõ èá åðÝ�ñåðå �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùíóêåëå�éêþí äÝí�ñùí êáé ãéá åðéðñüóèå�åò êëÜóåéò, ð.÷., �á semi-P4-sparse ãñáöÞìá�á [35℄ êáé �á
(P5, diamond)-free graphs [15℄.ÅðéðëÝïí ðáñáèÝ�ïõìå ùò Ýíá áíïéê�ü ðñüâëçìá �çí áðï�åëåóìá�éêÞ åðåîåñãáóßá �ùí äé÷ï-�ïìßóéìùí (split) ãñáöçìÜ�ùí êáé �ùí áñêå�þí åðåê�Üóåùí �ïõò (ðïõ ãåíéêåýïõí �á áñá÷íïåéäÞãñáöÞìá�á). �á äé÷ï�ïìßóéìá ãñáöÞìá�á ðáßæïõí Ýíá âáóéêü ñüëï ó�ï md-äÝí�ñï �ùí split-perfetãñáöçìÜ�ùí [16℄, êáé ãé' áõ�ü ï áðï�åëåóìá�éêüò �ñüðïò åðåîåñãáóßáò �ïõò èá ïäçãïýóå óå ÝíáíãñÞãïñï õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùí �åëåõ�áßùí êëÜóåùí.ÏñéóìÝíá Üëëá åíäéáöÝñïí�á ðñïâëÞìá�á áðáñßèìçóçò áöïñïýí ó�ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò�ùí �Ýëåéùí �áéñéáóìÜ�ùí (perfet mathings), �ùí êýêëùí �ïõ Hamilton êáé �ùí êýêëùí �ïõEuler. �éï óõãêåêñéìÝíá, Ý÷åé äåé÷�åß [76℄ ü�é �ï ðëÞèïò �ùí �Ýëåéùí �áéñéáóìÜ�ùí ìðïñåß íá õðï-ëïãéó�åß áðï�åëåóìá�éêÜ óå ãñáöÞìá�á ðïõ åðéäÝ÷ïí�áé ìéá PfaÆan orientation. ¼ðùò êáé ó�ïÈåþñçìá �ïõ ðßíáêá-äÝí�ñïõ, Kirhho�, áõ�Þ ç ìÝèïäïò åìðåñéÝ÷åé �ïí õðïëïãéóìü ìéáò ïñßæïõóáòáêïëïõèïýìåíç áðü �ïí õðïëïãéóìü ìéáò �å�ñáãùíéêÞò ñßæáò. ¸�óé, äïèÝí�ïò åíüò �Ý�ïéïõ ðñï-óáíá�ïëéóìïý (orientation), Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ êá�áóêåõÜæåé �éò �å÷íéêÝò óõññßêíùóçò ìðïñåßíá ïäçãÞóåé óå áðï�åëåóìá�éêÝò ëýóåéò ãéá Üëëá óõíäõáó�éêÜ ðñïâëÞìá�á áðáñßèìçóçò.ÔÝëïò, üðùò ðñïáíáöÝñèçêå ó�çí åéóáãùãÞ, Ýíá ïìïéüìïñöï áîéüðéó�ï äßê�õï (ïñéóìÝíï ó�éòåñãáóßåò [25, 84℄) ðñÝðåé íá ìåãéó�ïðïéåß �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí. ¸�óé, åßíáé åíäéáöÝ-ñïí íá êáèïñßóåé êáíåßò �ïõò �ýðïõò �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ Ý÷ïõí �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþíäÝí�ñùí ãéá óõãêåêñéìÝíï ðëÞèïò êïñõöþí êáé áêìþí (äåß�å [41, 99, 100℄). Ôï ðñüâëçìá áõ�üìðïñåß íá ðñïóåããéó�åß ùò ìéá åñþ�çóç âåë�éó�ïðïßçóçò ðÜíù ó�éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí, ðïõ êá-èïñßæåé ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number. ÔÝ�ïéïõ åßäïõò ìåëÝ�ç åßíáé áõ�Þ �çí ó�éãìÞ õðüÝñåõíá êáé ìåñéêÜ ðñþ�á áðï�åëÝóìá�á áíáäåéêíýïõí ü�é ç ó÷åäüí �áê�éêü�ç�á (almost regularity)öáßíå�áé íá åßíáé �ï êëåéäß ãéá �çí åðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.
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ÊåöÜëáéï 5Ìåãéó�ïðïßóç �ïõ �ëÞèïõò �ùíÓêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí �ùíÁó�åñïåéäþí �ñáöçìÜ�ùí
5.1 ÅéóáãùãÞ5.2 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò êáé Ïñéóìïß5.3 Ôï �ëÞèïò �ùí Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí �ùí Áó�åñïåéäþí �ñáöçìÜ�ùí5.4 Áðï�åëÝóìá�á Ìåãéó�ïðïßçóçò5.5 ÓõìðåñÜóìá�á
5.1 ÅéóáãùãÞ¸íá ãñÜöçìá G áðï�åëåß�áé áðü Ýíá óýíïëï V (G) áðü êïñõöÝò êáé Ýíá óýíïëï E(G) áðü áêìÝòüðïõ êÜèå áêìÞ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá ìç äéá�å�áãìÝíï æåýãïò êïñõöþí áðü �ï óýíïëï V (G). Èåù-ñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á ÷ùñßò âñü÷ïõò Þ áíáêõêëþóåéò êáé ÷ùñßò ðïë-ëáðëÝò áêìÝò. ¸ó�ù Ýíá �Ý�ïéï ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò. ¸íá óêåëå�éêü äÝí�ñï�ïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáé Ýíá Üêõêëï (n− 1)-áêìþí õðïãñÜöçìá.Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò (äéê�ýïõ) G, êáëåß�áé åðßóçò ðïëõðëï-êü�ç�á (omplexity) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G [10℄, åßíáé Ýíá óçìáí�éêü, åõñÝùò ãíùó�ü, ðñüâëçìá ó�çíèåùñßá ãñáöçìÜ�ùí êáé åìöáíßæå�áé óå Ýíá ðëÞèïò åöáñìïãþí. Ïé ðéï áîéïóçìåßù�åò ðåñéï÷Ýòåöáñìïãþí åßíáé ç áîéïðéó�ßá äéê�ýùí [84, 99℄, ï õðïëïãéóìüò �çò óõíïëéêÞò áí�ßó�áóçò ìå�áîýìéáò áêìÞò óå Ýíá çëåê�ñéêü äßê�õï (eletrial network) [13℄, áðáñßèìçóç óõãêåêñéìÝíùí ÷çìéêþíó�ïé÷åßùí [20℄, êáé áðáñßèìçóç �ùí Eulerian êýêëùí (iruits) óå Ýíá ãñÜöçìá [47℄. Óõãêåêñé-ìÝíá, ç áðáñßèìçóç óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åßíáé Ýíá ïõóéáó�éêü âÞìá óå ðïëëÝò �å÷íéêÝò ãéá �ïíõðïëïãéóìü, �çí ïñéïèÝ�çóç êáé �çí ðñïóåããéó�éêÞ áîéïðéó�ßá äéê�ýùí [25℄ . óå Ýíá äßê�õï ðïõìïí�åëïðïéåß�áé áðü Ýíá ãñÜöçìá, ç åíäïåðéêïéíùíßá ìå�áîý üëùí �ùí êüìâùí �ïõ äéê�ýïõ åðÜ-ãåé ü�é �ï ãñÜöçìá ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé Ýíá óêåëå�éêü äÝí�ñï êáé, åðïìÝíùò, ç ìåãéó�ïðïßçóç �ïõðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åßíáé Ýíáò �ñüðïò ãéá �çí ìåãéó�ïðïßçóç �çò áîéïðéó�ßáò.62



ÅðïìÝíùò, �üóï ãéá èåùñç�éêïýò üóï êáé ãéá ðñáê�éêïýò óêïðïýò, åíäéáöåñüìáó�å ãéá �çíåîáãùãÞ ìáèçìá�éêþí �ýðùí ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñá-öÞìá�ïò G, üðùò åðßóçò êáé ãéá �ï Kn-óõìðëÞñùìá (Kn-omplement) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. åÜí �ïãñÜöçìá G åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ ðëÞñåò ãñáöÞìá�ïò Kn, �ü�å �ï Kn-óõìðëÞñùìá �ïõ ãñá-öÞìá�ïò G, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå Kn−G, ïñßæå�áé ùò �ï ãñÜöçìá ðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ï ãñÜöçìá
Kn äéáãñÜöïí�áò �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G (óçìåéþó�å ü�é, åÜí �ï ãñÜöçìá G Ý÷åé n êïñõöÝò,�ü�å �ï ãñÜöçìá Kn −G óõìðßð�åé ìå �ï ãñÜöçìá G, äçë. �ï óõìðëÞñùìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G).�ïëëÝò ðåñéð�þóåéò Ý÷ïõí ìåëå�çèåß ðïõ åîáñ�þí�áé áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. ¸÷åéìåëå�çèåß ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá åðéãñáöüìåíï ìïñéáêü ãñÜöçìá (labelled moleular graph)[20℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (omplete multipartite graph) [107℄,ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá êõêëéêü ãñÜöçìá (irulant graph) [42, 109℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáéÝíáò êõâéêüò êáé �å�ñáäéêüò êýêëïò (ubi-quadruple yle graph) [108℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáéÝíá threshold ãñÜöçìá [46℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá quasi-threshold ãñÜöçìá [91℄ êáé ÜëëåòðïëëÝò ðåñéð�þóåéò (äåß�å �ï âéâëßï �ïõ Berge [9℄ ãéá ìéá Ýêèåóç �ùí âáóéêþí áðï�åëåóìÜ�ùí .äåß�å åðßóçò [24, 67, 93, 91, 94, 100, 106, 107℄).Ìéá êïéíÞ áí�éìå�þðéóç ãéá �ïí êáèïñéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞ-ìá�ïò G âáóßæå�áé óå Ýíá êëáóéêü áðï�Ýëåóìá ãíùó�ü ùò �ï óõìðëçñùìá�éêü óêåëå�éêþí äÝí�ñùíðßíáêá (omplement spanning-tree matrix) èåþñçìá [103℄, ðïõ åêöñÜæåé �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþíäÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ùò ìéá óõíÜñ�çóç �çò ïñßæïõóáò åíüò ðßíáêá ðïõ ìðïñåß íá êá�áóêåõá-ó�åß åýêïëá áðü �çí ó÷Ýóç ãåé�íßáóçò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, äçëáäÞ, áðü �ïí ðßíáêá ãåé�íßáóçò, áðü�çí ëßó�á ãåé�íßáóçò, ê.�.ë. Õðïëïãßæïí�áò �çí ïñßæïõóá �ïõ óõìðëçñùìá�éêïý óêåëå�éêþí äÝ-í�ñùí ðßíáêá öáßíå�áé ü�é åßíáé ìéá ðïëëÜ-õðïó÷üìåíç êá�åýèõíóç ãéá �ïí êáèïñéóìü �ïõ ðëÞèïõò�ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãéá ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Kn −H , üðïõ �ï ãñÜöçìá Håßíáé Ýíá ãñÜöçìá ðïõ äéá�çñåß ìéá óõãêåêñéìÝíç óõììå�ñßá (äåß�å [9, 24, 41, 93, 91, 107, 109℄).Óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï, ïñßæïõìå äýï êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí, ðïõ ïíïìÜæïí�áé omplete-planetand the star-planet ãñáöÞìá�á, êáé ãåíéêåýïõí ðïëëÝò ãíùó�Ýò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí ãéá �á ïðïßáõðÜñ÷åé Ýíáò êëåéó�üò �ýðïò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõò. êáëïýìå �éò äýï áõ�ÝòêëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí áó�åñïåéäÞ (asteroidal) ãñáöÞìá�á. ÅîÜãïõìå êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �ïðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Kn − H , ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ïãñÜöçìá H åßíáé (i) Ýíá omplete-planet ãñÜöçìá, êáé (ii) Ýíá star-planet ãñÜöçìá. Äåß÷íïõìåü�é ïé �ýðïé ìáò ãåíéêåýïõí ðñï�åéíüìåíïõò �ýðïõò ãéá �éò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí üðùò åßíáé �áðëÞñåò ãñáöÞìá�á, �á áó�Ýñéá (star) ãñáöÞìá�á, ïé �ñï÷ïß (wheel) ãñáöÞìá�á, �á gem ãñáöÞìá�á,�á multi-star ãñáöÞìá�á, �á multi-omplete/star ãñáöÞìá�á, ê.�.ë. Ïé áðïäåßîåéò ìáò âáóßæïí�áéó�ï óõìðëçñùìá�éêü óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðßíáêá èåþñçìá êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå êëáóéêÝò �å÷íéêÝòáðü �çí ãñáììéêÞ Üëãåâñá êáé �çí èåùñßá ðéíÜêùí.�áñüëï ðïõ �ï ðñüâëçìá �çò ìåãéó�ïðïßçóçò �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñá-öÞìá�ïò åßíáé äýóêïëï ó�çí ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, åßíáé äõíá�ü íá ðå�ý÷åé êáíåßò áðï�åëåóìá�éêÞåðßëõóç ãéá êÜðïéåò ìç-�å�ñéììÝíåò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí. Óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï áðïäåéêíýïõìååðßóçò áðï�åëÝóìá�á ìåãéó�ïðïßçóçò ãéá �çí êëÜóç �ùí áó�åñïåéäÞ ãñáöçìÜ�ùí. �éï óõãêå-êñéìÝíá, áíáãíùñßæïõìå êáé ÷áñáê�çñßæïõìå �á omplete-planet êáé star-planet ãñáöÞìá�á ðïõÝ÷ïõí ìÝãéó�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþí äÝí�ñùí. Ôá áðï�åëÝóìá�á ìåãéó�ïðïßçóçò ðïõ äßíïõìå ãåíé-êåýïõí êáé åðåê�åßíïõí ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á ìåãéó�ïðïßçóçò ãéá �çí êëÜóç �ùí multi-starãñáöçìÜ�ùí [24℄.Ôï êåöÜëáéï åßíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Ó�çí äåý�åñç åíü�ç�á åäñáéþíïõìå �çí óçìåéïãñáößáêáé �çí ïñïëïãßá ìáò, ïñßæïõìå �çí êëÜóç �ùí áó�åñïåéäÞ ãñáöçìÜ�ùí êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïç-ãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á. Ó�çí �ñß�ç êáé �çí �Ý�áñ�ç åíü�ç�á åîÜãïõìå êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �ïðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùí Kn-óõìðëçñùìÜ�ùí �ùí omplete-planet ãñáöçìÜ�ùí êáé�ùí star-planet ãñáöçìÜ�ùí, áí�ßó�ïé÷á. Ó�çí ðÝìð�ç åíü�ç�á ðáñïõóéÜæïõìå �á áðï�åëÝóìá-�á ìåãéó�ïðïßçóçò. ÔÝëïò, ó�çí Ýê�ç åíü�ç�á óõíïøßæïõìå �ï êåöÜëáéï êáé äåß÷íïõìå ü�é Üëëá63



áðï�åëÝóìá�á ðïõ ðáñïõóéÜæïí�áé ó�á [9, 24, 91, 93, 94, 107℄ Ýðïí�áé ùò Üìåóç óõíÝðåéá �ùíèåùñçìÜ�ùí ìáò.5.2 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò êáé ÏñéóìïßÌå Kn óõìâïëßæïõìå �ï ðëÞñåò ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò. Åðßóçò, ãéá ëüãïõò óõììå�ñßáò, óõìâïëß-æïõìå ìå Sn+1 �ï áó�Ýñé ãñÜöçìá ìå n + 1 êïñõöÝò, ðïõ óõíÞèùò óõìâïëßæå�áé ìå S1,n. Êáëïýìå�çí êïñõöÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò Sn+1 ìå ìÝãéó�ï âáèìü �çí êåí�ñéêÞ êïñõöÞ (enter vertex). ÔïÜ÷ïñäï ìïíïðÜ�é (áí�ßó�. êýêëïò) ìå n êïñõöÝò v1v2 · · · vn ìå áêìÝò vivi+1 (áí�ßó�. vivi+1 êáé
v1vn), 1 ≤ i < n, óõìâïëßæå�áé ìå Pn (áí�ßó�. Cn).¸ó�ù äýï ãñáöÞìá�á G1 êáé G2. Ç ÝíùóÞ �ïõò (union) G = G1 ∪G2 Ý÷åé óýíïëï êïñõöþí
V (G) = V (G1)∪V (G2) êáé óýíïëï áêìþí E(G) = E(G1)∪E(G2). Ôï êáñ�åóéáíü ãéíüìåíü �ïõò(join) óõìâïëßæå�áé ìå G1 + G2 êáé áðï�åëåß�áé áðü �ï ãñÜöçìá G1 ∪ G2 ðñïóèÝ�ïí�áò üëåò �éòáêìÝò áðü �ï êáñ�åóéáíü ãéíüìåíï �ùí óõíüëùí V (G1) êáé V (G2). �éá Ýíá ïðïéïäÞðï�å óõíåê�éêüãñÜöçìá G, ãñÜöïõìå mG ãéá �ï ãñÜöçìá ìå m óõíéó�þóåò, ðïõ ç êÜèå ìßá åßíáé éóüìïñöç ìå�ï ãñÜöçìá G, m ≥ 2. ¸�óé, �ï ãñÜöçìá mKn (áí�ßó�. mSn, mPn, mCn) áðï�åëåß�áé áðü máíåîÜñ�ç�á áí�ßãñáöá �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn (áí�ßó�. Sn, Pn, Cn). Óçìåéþó�å ü�é, Sn+1 = K1 +

nK1. Óå üëï �ï êåöÜëáéï, áíáöåñüìáó�å ó�á ðëÞñåò ãñáöÞìá�á, áó�Ýñéá ãñáöÞìá�á, ìïíïðÜ�éáãñáöÞìá�á, êáé êýêëïõò ãñáöÞìá�á ùò êëßêåò, áó�Ýñéá, ìïíïðÜ�éá, êáé êýêëïõò, áí�ßó�ïé÷á.5.2.1 Áó�åñïåéäÞ �ñáöÞìá�á¸íá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáëåß�áé omplete-planet (áí�ßó�. star-planet) åÜí �ï óýíïëïêïñõöþí �ïõ V (G) åðéäÝ÷å�áé ìéá äéáìÝñéóç ó�á óýíïëá A êáé B �Ý�ïéá þó�å:(S1) A = {v1, v2, . . . , vm} êáé G[A] = Km (áí�éó�. A = {v1, v2, . . . , vm, c} êáé G[A] = Sm+1),
m ≥ 1.(S2) B = B1 + B2 + · · · + Bm, êáé ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . , m, |Bi| ≥ 0 êáé �ï óýíïëï Bi åðÜãåé
αij , βij , γij , êáé δij áíåîÜñ�ç�á áí�ßãñáöá êëéêþí, áó�åñéþí, ìïíïðá�éþí, êáé êýêëùí,áí�ßó�ïé÷á, ìå j êïñõöÝò. äçëáäÞ,

Gi ≡ G[Bi] = αijKj ∪ βijSj ∪ γijPj ∪ δijCj , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ |Bi|.(S3) Ç êïñõöÞ vi ∈ A âëÝðåé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gi êáé ÷Üíåé üëåò �éò êïñõöÝòáðü �ï óýíïëï B − V (Gi), 1 ≤ i ≤ m.Óõãêåí�ñù�éêÜ êáëïýìå �á ðáñáðÜíù ïñéóìÝíá ãñáöÞìá�á áó�åñïåéäÞ (asteroidal) ãñáöÞìá�á.Ôï Ó÷Þìá 5.1 äåß÷íå �çí ãåíéêÞ ìïñöÞ åíüò omplete-planet ãñáöÞìá�ïò êáé åíüò star-planetãñáöÞìá�ïò. ¸ó�ù Ýíá áó�åñïåéäÞ ãñÜöçìá G êáé Ýó�ù �á A êáé B �á óýíïëá äéáìÝñéóçò �ïõóõíüëïõ êïñõöþí V (G) óýìöùíá ìå �ïí Üíù ïñéóìü: êáëïýìå �ï ãñÜöçìá G[A] �ï sun-ãñÜöçìá�ïõ ãñáöÞìá�ïò G, �ï ãñÜöçìá G[B] �ï planet-ãñÜöçìá, êáé �á ãñáöÞìá�á G1, G2, . . . , Gm �áplanet-õðïãñÜöçìá. Åî' ïñéóìïý, G[B] =
⋃m

i=1 Gi. ¸íá ìåãéó�ï�éêü óõíåê�éêü õðïãñÜöçìáåíüò planet-õðïãñÜöçìá Gi êáëåß�áé planet-óõíéó�þóá �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gi. Óõìâïëßæïõìå ìå ℓi�çí ðëçèéêü�ç�á �ïõ óõíüëïõ Bi. ¸�óé, �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gi åßíáé ℓi.ÅðéðëÝïí, ï ïñéóìüò �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gi åðÜãåé ü�é ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . , m, éó÷ýåé ü�é
ℓi∑

j=1

( αij + βij + γij + δij ) · j = ℓi. (5.1)64
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(b) Ýíá star-planet ãñÜöçìáÓ÷Þìá 5.1: Áó�åñïåéäÞ ãñáöÞìá�á.ÅðïìÝíùò, |B| =
∑m

i=1 ℓi. Ôï Üèñïéóìá áõ�ü �ï óõìâïëßæïõìå ìå ℓ. ÅðïìÝíùò, Ýíá omplete-planet ãñÜöçìá Ý÷åé áêñéâþò m+ℓ êïñõöÝò, åíþ Ýíá star-planet ãñÜöçìá Ý÷åé m+ℓ+1 êïñõöÝò. Á-ðü åäþ êáé ó�ï åîÞò, êáëïýìå sun-êïñõöÝò êáé planet-êïñõöÝò �éò êïñõöÝò �ùí ãñáöçìÜ�ùí G[A]êáé G[B], áí�ßó�ïé÷á.Óå üëï �ï êåöÜëáéï, ÷ñçóéìïðïéïýìå �çí áêüëïõèç óýìâáóç: ìéá ïðïéáäÞðï�å áðïìïíùìÝíçêïñõöÞ åíüò planet-õðïãñáöÞìá�ïò èåùñåß�áé ü�é åßíáé �ï ãñÜöçìá K1 (êáé ü÷é Ýíá áðü �á ãñá-öÞìá�á S1, P1, Þ C1) . Ý�óé, ãéá üëá �á i, βi1 = γi1 = δi1 = 0. �áñüìïéá, βi2 = γi2 = δi2 = 0,áöïý K2 = S2 = P2 = C2. ÔÝëïò, γi3 = δi3 = 0, áöïý K3 = C3 êáé S3 = P3. ÅðïìÝíùò, ãéá ìéáplanet-óõíéó�þóá ðïõ åßíáé Ýíáò áó�Ýñáò Sn, �ü�å n ≥ 3, åíþ åÜí åßíáé Ýíá ìïíïðÜ�é Pn Þ Ýíáòêýêëïò Cn �ü�å n ≥ 4.¸ó�ù Ýíá áó�åñïåéäÞ ãñÜöçìá G ìå m sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò. Óõìâïëßæïõìåìå α(j) �ï ðëÞèïò �ùí ìÝãéó�ùí êëéêþí Kj, 1 ≤ j ≤ ℓ, �ùí planet-ãñÜöçìá G[B]. �áñüìïéá,óõìâïëßæïõìå ìå β(j), γ(j), êáé δ(j) �ï ðëÞèïò �ùí ìÝãéó�ùí áó�åñéþí Sj , ìïíïðá�éþí Pj , êáéêýêëùí Cj , áí�ßó�ïé÷á, �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[B]. ¸�óé, Ý÷ïõìå:
α(j) =

m∑

i=1

αij , β(j) =

m∑

i=1

βij , γ(j) =

m∑

i=1

γij , and δ(j) =

m∑

i=1

δij .Ïñßæïõìå �ï äéÜíõóìá α = [α(1), α(2), . . . , α(ℓ)] ðÜíù ó�ï planet-ãñÜöçìá G[B], êáé �ï êáëïýìåäéÜíõóìá êëéêáò (lique vetor) �ïõ áó�åñïåéäÞ ãñáöÞìá�ïò G. Ìå Ýíáí ðáñüìïéï �ñüðï, ïñßæïõìå�á äéáíýóìá�á β, γ, êáé δ êáé �á ïíïìÜæïõìå äéÜíõóìá áó�åñéïý (star vetor), äéÜíõóìá ìïíïðá�éïý(path vetor), êáé äéÜíõóìá êýêëïõ (yle vetor), áí�ßó�ïé÷á. ÅðïìÝíùò, �á äéáíýóìá�á α, β,
γ, êáé δ åíüò áó�åñïåéäÞ ãñáöÞìá�ïò G êáèïñßæïõí �ï ðëÞèïò �ùí ìÝãéó�ùí êëéêþí, áó�åñéþí,ìïíïðá�éþí, êáé êýêëùí ó�ï ãñÜöçìá G[B]. Áðï åäþ êáé ó�ï åîÞò, ãñÜöïõìå α 6= 0 ãéá íáäçëþóïõìå ü�é õðÜñ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò äåßê�çò j, 1 ≤ j ≤ ℓ, �Ý�ïéïò þó�å α(j) 6= 0, äçëáäÞ,
α = 0 åßíáé éóïäýíáìï ìå α(1) = α(2) = . . . = α(ℓ) = 0. ×ñçóéìïðïéïýìå ðáñüìïéï óõìâïëéóìüãéá �á äéáíýóìá�á áó�åñéþí, ìïíïðá�éþí êáé êýêëùí. �éá ðáñÜäåéãìá, åÜí α = 0, β 6= 0, γ 6= 0êáé δ 6= 0, �ü�å �ï planet-ãñÜöçìá G[B] ðåñéÝ÷åé ìüíï áó�Ýñéá, ìïíïðÜ�éá êáé êýêëïõò.Åíäéáöåñüìáó�å ãéá �çí åîáãùãÞ êëåéó�þí �ýðùí ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùíãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Kn −Gc êáé Kn −Gs, üðïõ Gc åßíáé Ýíá omplete-planet ãñÜöçìá êáé
Gs åßíáé Ýíá star-planet ãñÜöçìá. Ìå óêïðü íá �ï ðå�ý÷ïõìå áõ�ü, åðéãñÜöïõìå êá�Üëëçëá �éòêïñõöÝò �ùí ãñáöçìÜ�ùí Gc êáé Gs. 65



¸ó�ù Ýíá áó�åñïåéäÞ ãñÜöçìá G ìå planet-õðïãñáöÞìá�á G1, G2, . . . , Gm áðü Ýíá óýíïëï
ℓ planet-êïñõöþí. Ï �ñüðïò ðïõ åðéãñÜöïõìå îåêéíÜåé ðñþ�á áðü �ç åðéãñáöÞ �ùí êïñõöþí�ùí planet-õðïãñáöçìÜ�ùí G1, G2, . . . , Gm êáé ó�çí óõíÝ÷åéá åðéãñÜöïõìå �éò êïñõöÝò �ïõ sun-ãñÜöçìá G[A]. �éï óõãåêñéìÝíá:
◦ ðñþ�á åðéãñÜöïõìå �éò ℓ êïñõöÝò �ïõ planet-ãñÜöçìá G[B]. �éá êÜèå Ýíá ãñÜöçìá Gi,

i = 1, 2, . . . , m, åðéãñÜöïõìå �éò êïñõöÝò �ùí ìÝãéó�ùí êëéêþí, áó�åñéþí, ìïíïðá�éþí, êáéêýêëùí ìå �çí áêüëïõèç óåéñÜ:(i) K1, K1, . . . , K2, K2, . . . , Kℓi

. ïé êïñõöÝò áðü êÜèå êëßêá Kj , 1 ≤ j ≤ ℓi, åðéãñÜöïí�áéìå �õ÷áßï �ñüðï.(ii) S3, S3, . . . , S4, S4, . . . , Sℓi

. ãéá êÜèå áó�Ýñá Sj , 3 ≤ j ≤ ℓi, üëåò ïé êïñõöÝò åê�üò áðü�çí êåí�ñéêÞ êïñõöÞ åðéãñÜöïí�áé ðñþ�åò êáé ìå �õ÷áßï �ñüðï, åíþ ç êåí�ñéêÞ êïñõöÞåðéãñÜöå�áé �åëåõ�áßá.(iii) P4, P4, . . . , P5, P5, . . . , Pℓi

. ïé êïñõöÝò áðü êÜèå ìïíïðÜ�é Pj = v1v2 · · · vj åðéãñÜöïí�áéìå �çí óåéñÜ v1, v2, . . . , vj , 4 ≤ j ≤ ℓi
.(iv) C4, C4, . . . , C4, C4, . . . , Cℓi

. ïé êïñõöÝò áðü êÜèå êýêëï Cj = v1v2 · · · vjv1 åðéãñÜöïí�áéìå �çí äéÜ�áîç v1, v2, . . . , vj , 4 ≤ j ≤ ℓi
.

◦ ó�ç óõíÝ÷åéá, åðéãñÜöïõìå �éò m êïñõöÝò �ùí vi ∈ G[A] , 1 ≤ i ≤ m.

◦ ãéá Ýíá star-planet ãñÜöçìá, ç êåí�ñéêÞ êïñõöÞ �ïõ sun-ãñÜöçìá åðéãñÜöå�áé �åëåõ�áßá,äçëáäÞ, ç êåí�ñéêÞ êïñõöÞ Ý÷åé �çí õøçëü�åñç åðéãñáöÞ.5.2.2 Óõìðëçñùìá�éêüò Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí �ßíáêáò¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò v1, v2, . . . , vn. Ï óõìðëçñùìá�éêüò óêåëå�éêþí äÝí�ñùíðßíáêáò (omplement spanning-tree matrix) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáé Ýíáò n × n ðßíáêáò A ðïõïñßæå�áé ùò åîÞò:
Ai,j =







1− d(vi)
n

åÜí i = j,
1
n

åÜí i 6= j êáé vivj åßíáé áêìÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G,

0 áëëéþò,üðïõ d(vi) åßíáé ï âáèìüò �çò êïñõöÞò vi ó�ï ãñÜöçìá G. ¸÷åé áðïäåé÷�åß [103℄ (ãíùó�ü åðßóçòùò �ï óõìðëçñùìá�éêþí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðßíáêáò èåþñçìá (omplement spanning tree matrixtheorem)) ü�é �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(G) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G äßíå�áé áðü �ïí �ýðï
τ(G) = nn−2 · det(A).Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï ãñÜöçìá G = Kn, Ý÷ïõìå ü�é A = In êáé åðïìÝíùò det(A) = 1. ç Cayley'stree formula [47℄ ïñßæåé ü�é τ(Kn) = nn−2. ÅÜí G = Kn−H , üðïõ |V (H)| = p < n, ó÷çìá�ßæïõìå�ïí óõìðëçñùìá�éêü óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðßíáêá A �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. Ý÷åé �çí áêüëïõèç ìïñöÞ(êåíÜ ó�ïé÷åßá ó�ïõò ðßíáêåò áíáðáñéó�ïýí 0):

A =

[

In−p

M ′

],
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üðïõ ï õðïðßíáêáò M ′ åßíáé Ýíáò p× p ðßíáêáò ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò H .Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ï õðïðßíáêáò In−p áí�éóïé÷åß ó�éò õðüëïéðåò n − p êïñõöÝò ðïõ Ý÷ïõíâáèìü n − 1 ó�ï ãñÜöçìá G, êáé, ãé' áõ�ü, Ý÷ïõí âáèìü 0 ó�ï ãñÜöçìá G. Áðü �çí ìïñöÞ �ïõðßíáêá A, Ý÷ïõìå ü�é det(A) = det(M ′). ¸�óé, åðéêåí�ñùíüìáó�å ó�ïí õðïëïãéóìü �çò ïñßæïõóáò�ïõ ðßíáêá M ′.Ï ðßíáêáò âáèìþí (matrix degree) åíüò ãñáöÞìá�ïò G ìå p êïñõöÝò åßíáé Ýíáò p× p ðßíáêáò
D ïñéóìÝíïò ùò åîÞò: Di,i = d(vi) êáé Di,j = 0 ãéá i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ p. Åßíáé åýêïëï íáäåé êáíåßò ü�é åÜí ðïëëáðëáóéÜóïõìå ìå n êÜèå ó�Þëç (Þ ãñáììÞ) �ïí ðßíáêá M ′, èá Ý÷ïõìå
det(M ′) = n−p det(M), üðïõ M = B + nIp − D, êáé B and D åßíáé ïé ðßíáêåò ãåé�íßáóçò êáéâáèìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò H , áí�ßó�ïé÷á. Óõíïøßæïí�áò, Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá:�üñéóìá 5.1. ¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G = Kn−H üðïõ |V (H)| = p, êáé Ýó�ù M = B+nIp−D Ýíáò
p× p ðßíáêáò, üðïõ ïé ðßíáêåò B êáé D åßíáé ïé ðßíáêåò ãåé�íßáóçò êáé âáèìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò
H, áí�ßó�ïé÷á. Ôü�å,

τ(G) = nn−p−2 · det(M).Óå üëï �ï õðüëïéðï êåöÜëáéï, êåíÝò åããñáöÝò óå ðßíáêåò áí�éðñïóùðåýïõí ìçäåíéêÝò �éìÝò 0.5.3 Ôï �ëÞèïò �ùí Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí �ùí Áó�åñïåéäþí �ñáöçìÜ�ùí�ñßí áðïäåßîïõìå �ïõò êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí
Kn − G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá áó�åñïåéäÞ ãñÜöçìá, áò õðïèÝóïõìå �ïõò j × j ðßíáêåò
MK

j , MP
j , MC

j , êáé MS
j , ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ìéá êëßêá Kj, óå Ýíá áó�Ýñá Sj , óå Ýíá ìïíïðÜ�é

Pj , êáé óå Ýíáí êýêëï Cj ìå j êïñõöÝò, áí�ßó�ïé÷á. äçëáäÞ,
MK

j =











n− j 1 · · · 1 1

1 n− j · · · 1 1... ... . . . ... ...
1 1 · · · n− j 1

1 1 · · · 1 n− j











, MS
j =











n− 2 1

n− 2 1. . . ...
n− 2 1

1 1 · · · 1 1 n− j











,
MP

j =











n− 2 1

1 n− 3 1. . . . . . . . .
1 n− 3 1

1 n− 2











, and MC
j =











n− 3 1 1

1 n− 3 1. . . . . . . . .
1 n− 3 1

1 1 n− 3











.Óçìåéþó�å ü�é åî' ïñéóìïý �ïõ óõìðëçñùìá�éêïý óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðßíáêá, �ï Üèñïéóìá �ùíó�ïé÷åßùí óå êÜèå ãñáììÞ êáé óå êÜèå ó�Þëç, óå êÜèå Ýíáí áðü �ïõò �Ýóóåñéò ðßíáêåò, åßíáé n−1.Åßíáé åýêïëï íá åîÜãåé êáíåßò Ýíá �ýðï ãéá �éò ïñßæïõóåò �ùí ðéíÜêùí MK
j êáé MS

j áöáéñþí�áò�çí ðñþ�ç ãñáììÞ áðü üëåò �éò õðüëïéðåò ãñáììÝò êáé ðñïóèÝ�ïí�áò üëåò �éò ó�Þëåò ó�çí ðñþ�çó�Þëç. ¸÷ïõìå:
λ(Kj) ≡ det(MK

j ) = (n− 1) · (n− j − 1)j−1and λ(Sj) ≡ det(MS
j ) = (n− 2)j−1 · (n− j −

j − 1

n− 2
).
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�éá �ïõò ðßíáêåò MP
j êáé MC

j , ïñßæïõìå ìéá áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðïõ åðéëýå�áé ÷ñçóéìïðïéþí�áòêëáóéêÝò �å÷íéêÝò (ðáñüìïéá áðï�åëÝóìá�á ìðïñïýí íá âñåèïýí ó�çí åñãáóßá [41℄) . ãéá n ≥ 5,Ý÷ïõìå:
λ(Pj) ≡ det(MP

j ) =
n− 1

r · 2j
·
(

(n− 3 + r)j − (n− 3− r)j
)

=
n− 1

2j−1
·

j−1
∑

t=0

(
rt · (n− 3)j−t−1

)and λ(Cj) ≡ det(MC
j ) =

1

2j
·
(
(n− 3 + r)j + (n− 3− r)j + (−2)j+1

)üðïõ
r =

√

(n− 1) · (n− 5).Ç óõíèÞêç n ≥ 5 ìáò åðéâåâáéþíåé ü�é ç ìå�áâëç�Þ r åßíáé Ýíáò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò . äåí åßíáéáðáñáß�ç�ï, åöüóïí åÜí èÝëïõìå íá Ý÷ïõìå Ýíá ìïíïðÜ�é Þ Ýíá êýêëï, êáèÝíá áðü áõ�Ü ðñÝðåéíá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí �Ýóóåñéò êïñõöÝò (èõìçèåß�å �çí óýìâáóÞ ìáò) êáé åöüóïí �ï ãñÜöçìá sun-ãñÜöçìá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí ìéá êïñõöÞ. �éï óõãêåêñéìÝíá, óçìåéþó�å ü�é åÜí n = 5 �ü�å λ(Pj) =

λ(Cj) = 0 åöüóïí (n − 3 + r)j − (n − 3 − r)j = 0 êáé (n − 3 + r)j + (n − 3 − r)j = 2j + 2j .Áõ�ü åßíáé áíáìåíüìåíï êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò, åðåéäÞ �ï áó�åñïåéäÞ ãñÜöçìá A áðï�åëåß�áéáðü ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ ãåé�ïíéêÞ ìå üëåò �éò êïñõöÝò �ùí ãñáöçìÜ�ùí Pj (= P4) Þ Cj (= C4)êáé åðïìÝíùò Kn −A = A åßíáé ìç-óõíåê�éêü. ÅðéðëÝïí, äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé êáíåßò:�áñá�Þñçóç 5.1. Ïé ðïóü�ç�åò λ(Kj), λ(Sj), λ(Pj), êáé λ(Cj) åßíáé ìç-áñíç�éêÝò.5.3.1 Complete-planet �ñáöÞìá�á¸ó�ù Kn �ï ðëÞñåò ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé Gc Ýíá omplete-planet ãñÜöçìá ìå m sun-êïñõöÝò
{v1, v2, . . . , vm} êáé ℓ planet-êïñõöÝò �Ý�ïéï þó�å V (Gc) ⊆ V (Kn). Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï�üñéóìá 5.1 ìå óêïðü íá åîÜãïõìå Ýíáí êëåéó�ü �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõãñáöÞìá�ïò G = Kn −Gc.�éá êÜèå ãñÜöçìá Gi + vi, 1 ≤ i ≤ m, üðïõ �ï ãñÜöçìá Gi åßíáé �ï i-ó�ï planet-õðïãñÜöçìá�ïõ Gc, êá�áóêåõÜæïõìå Ýíáí ðßíáêá Ui ðïõ Ý÷åé �çí áêüëïõèç ìïñöÞ:
Ui =










MK 1

MS 1

MP 1

MC 1

1 1 1 1 n− d(vi)










,üðïõ ïé õðïðßíáêåò MK , MS , MP , êáé MC áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò êëßêåò, áó�Ýñéá, ìïíïðÜ�éá, êáé êý-êëïõò �ùí ãñáöçìÜ�ùí Gi áí�ßó�ïé÷á. Ï ðßíáêáò MK ðåñéÝ÷åé αi1 áí�ßãñáöá �ïõ ðßíáêá MK
1 , αi2áí�ßãñáöá �ïõ ðßíáêá MK

2 , êáé ï.ê.å. �éï óõãêåêñéìÝíá, ï ðßíáêáò MK Ý÷åé áêñéâþò ∑ℓi

j=1 jαijãñáììÝò êáé ó�Þëåò, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå ìéá êïñõöÞ áðü �éò αij êëßêåò Kj, 1 ≤ j ≤ ℓi, �ïõãñáöÞìá�ïò Gi. Áõ�Þ ç ðåñßð�ùóç åßíáé ðáñüìïéá ãéá �ïõò ðßíáêåò MS , MP , êáé MC . Áðü �çíìïñöÞ ðïõ äåßîáìå ðñïçãïõìÝíùò �ïõ ðßíáêá êáé �çò Åî. (5.1), óõìðåñÜíïõìå ü�é ï ðßíáêáò UiÝ÷åé ìÝãåèïò (ℓi + 1) × (ℓi + 1).Ìå óêïðü íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá Ui, ðñïóèÝ�ïõìå ìéá åðéðëÝïí ãñáììÞêáé ìéá åðéðëÝïí ó�Þëç åðÜíù êáé áñéó�åñÜ �ïõ ðßíáêá Ui
. ï �ñïðïðïéçìÝíïò (ℓi + 2) × (ℓi + 2)ðßíáêáò U ′

i Ý÷åé �çí (1, 1)-èÝóç êáé (1, ℓi + 2)-èÝóç ßóç ìå 1 åíþ üëåò ïé Üëëåò èÝóåéò �çò ðñþ�çòãñáììÞò êáé ó�Þëçò åßíáé ßóåò ìå 0. �éï óõãêåêñéìÝíá, ï ðßíáêáò U ′
i Ý÷åé �çí áêüëïõèç ìïñöÞ:68



U ′
i =














1 1

Ui














=














1 1

MK 1

MS 1

MP 1

MC 1

1 1 1 1 n− d(vi)














.
Áíáð�ýóóïí�áò ùò ðñïò �á ó�ïé÷åßá �çò ðñþ�çò ó�Þëçò �ïõ ðßíáêá U ′

i , Ý÷ïõìå ü�é det(U ′
i) =

det(Ui). Áöáéñïýìå �çí ðñþ�ç ãñáììÞ �ïõ ðßíáêá U ′
i áðü üëåò �éò ãñáììÝò �ïõ ðßíáêá U ′

i , åê�üòáðü �çí �åëåõ�áßá. Ó�ç óõíÝ÷åéá, ðïëëáðëáóéÜæïõìå �éò ó�Þëåò �ïõ ðßíáêá U ′
i , åê�üò áðü �çí�åëåõ�áßá ó�Þëç, ìå 1/(n− 1) êáé �éò ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ðñþ�ç ó�Þëç. Óçìåéþó�å ü�é �ï Üèñïéóìá�ùí ó�ïé÷åßùí êÜèå ó�Þëçò åê�üò áðü �çí �åëåõ�áßá åßíáé ßóá ìå n − 1. Ôåëéêþò, áöáéñïýìå �çíðñþ�ç ó�Þëç áðü �çí �åëåõ�áßá ó�Þëç �ïõ ðßíáêá U ′

i . ¸�óé, áí�éêáèéó�þí�áò �çí �éìÞ d(vi) =

m + ℓi − 1 êáé åöüóïí det(U ′
i) = det(Ui), èá Ý÷ïõìå:

det (Ui) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

MK

MS

MP

MC

1 1 1 1 qi

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= qi ·
ℓi∏

j=1

(
λ(Kj)

αij · λ(Sj)
βij · λ(Pj)

γij · λ(Cj)
δij
),

üðïõ qi = n− (m + ℓi − 1)−
ℓi

n− 1
.Ôþñá åßìáó�å óå èÝóç íá õðïëïãßóïõìå �ïí áñéèìü τ(G) �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞ-ìá�ïò G = Kn − Gc ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ï óõìðëçñùìá�éêü óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðßíáêá èåþñçìáêáé �ï �üñéóìá 5.1. ¸�óé êá�áóêåõÜæïõìå Ýíáí (m + ℓ) × (m + ℓ) ðßíáêá U(= M) ãéá Ýíáomplete-planet ãñÜöçìá Gc, âáóéæüìåíïé ó�ïí �ñüðï ðïõ åðéãñÜöïõìå �éò êïñõöÝò. Ôü�å èáÝ÷ïõìå:

τ(G) = nn−m−ℓ−2 · det (U) (5.2)
üðïõ U =



















U1,1 1

U2,2 1. . . . . .
Um,m 1

1 n− d(v1) 1 · · · 1

1 1 n− d(v2) · · · 1. . . ... ... . . . ...
1 1 1 · · · n− d(vm)

















åßíáé Ýíáò (m + ℓ) × (m + ℓ) ðßíáêáò êáé ïé õðïðßíáêåò Ui,i, 1 ≤ i ≤ m, áðïê�ïýí�áé áðü �ïíðßíáêá Ui äéáãñÜöïí�áò �çí �åëåõ�áßá ãñáììÞ êáé �çí �åëåõ�áßá ó�Þëç (ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�çíêïñõöÞ vi). Ôþñá áðïìÝíåé íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá U . Áêïëïõèþí�áò ìéáäéáäéêáóßá ðáñüìïéá ìå áõ�Þ ðïõ åöáñìüóáìå ó�ïí ðßíáêá Ui, èá Ý÷ïõìå:

det (U) =

ℓ∏

j=1

(

λ(Kj)
α(j) · λ(Sj)

β(j) · λ(Pj)
γ(j) · λ(Cj)

δ(j)
)

·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

q1 1 · · · 1

1 q2 · · · 1... ... . . . ...
1 1 · · · qm

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣69



=

ℓ∏

j=1

(

λ(Kj)
α(j) · λ(Sj)

β(j) · λ(Pj)
γ(j) · λ(Cj)

δ(j)
)

· det (Dc). (5.3)�éá íá õðïëïãßóïõìå �çí �éìÞ det (Dc), ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ðñþ�ç ãñáììÞ �ïõ ðßíáêá Dc ìå
−1 êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�éò õðüëïéðåò m− 1 ãñáììÝò. Ôü�å, ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ó�Þëç i ìå
q1−1
qi−1 , 2 ≤ i ≤ m, êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ðñþ�ç ó�Þëç. Ï ðßíáêáò Dc ìå�á�ñÝðå�áé óå Üíù�ñéãùíéêü ìå �çí (1, 1)-èÝóç ßóç ìå q1 +

∑m
i=2

q1−1
qi−1 êáé êÜèå (i, i)-èÝóç, 2 ≤ i ≤ m, éóïý�áé ìå

qi − 1. ¸�óé,
det(Dc) =

(

q1 +

m∑

i=2

q1 − 1

qi − 1

)

·
m∏

i=2

(qi − 1) =

(

1 +

m∑

i=1

1

qi − 1

)

·
m∏

i=1

(qi − 1).×ñçóéìïðïéþí�áò �çí ìå�áâëç�Þ pi ãéá íá äçëþíïõìå pi = qi − 1 êáé áí�éêáèéó�þí�áò �çí �éìÞ�çò ïñßæïõóáò det (Dc) ó�çí Åî. (5.3), èá Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèï èåþñçìá.Èåþñçìá 5.1. ¸ó�ù Ýíá omplete-planet ãñÜöçìá Gc ìå m sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò.Ôü�å, �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(G) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G = Kn −Gc, üðïõ n ≥ m + ℓ,åßíáé ßóï ìå
τ(G) = nn−m−ℓ−2 ·

ℓ∏

j=1

(

λ(Kj)
α(j) · λ(Sj)

β(j) · λ(Pj)
γ(j) · λ(Cj)

δ(j)
)

·

(

1 +

m∑

i=1

1

pi

)

·
m∏

i=1

piüðïõ
pi = n−m−

n

n− 1
· ℓiêáé α(j) (áí�ßó�. β(j), γ(j), δ(j)) åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí ìÝãéó�ùí êëéêþí (áí�ßó�. áó�åñéþí,ìïíïðá�éþí, êýêëùí) ìå j êïñõöÝò ó�á planet-ãñáöÞìá�á �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gc.�éá �éò ðïóü�ç�åò pi, ìðïñïýìå íá äåßîïõìå �ï áêüëïõèï.ËÞììá 5.1. ¸ó�ù Ýíá omplete-planet ãñÜöçìá Gc ìå m sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò.Ôü�å, ãéá �éò ðïóü�ç�åò pi, i = 1, 2, . . . , m, Ý÷ïõìå:1. åÜí m = 1, �ü�å p1 ≥ −1 ìå �çí éóü�ç�á íá éó÷ýåé åÜí êáé ìüíï åÜí n = m + ℓ = ℓ + 1.2. åÜí m ≥ 2 êáé ℓ = 0, �ü�å ãéá üëá �á i = 1, 2, . . . , m, pi = n −m ≥ 0, ìå �çí éóü�ç�á íáéó÷ýåé åÜí êáé ìüíï åÜí n = m + ℓ = m.3. åÜí m ≥ 2, ℓ > 0, êáé ∃ℓj = ℓ, �ü�å pj ≥ −

n−m
n−1 > −1 êáé ãéá üëá �á i 6= j, pi = n−m > 0

.4. åÜí m ≥ 2, ℓ > 0, êáé ∀i = 1, 2, . . . , m, ℓi 6= ℓ, �ü�å pi > 0.Áðüäåéîç: Õðåíèõìßæïõìå ü�é n ≥ m + ℓ. �éá �éò �Ýóóåñéò ðåñéð�þóåéò, èá Ý÷ïõìå:1. ÅÜí m = 1 �ü�å n ≥ 1 + ℓ =⇒ −ℓ ≥ −(n− 1). ¸�óé,
p1 = n− 1−

n

n− 1
· ℓ ≥ n− 1−

n

n− 1
· (n− 1) = −1.ÅðïìÝíùò, p1 = −1 i� n = 1 + ℓ.2. �ñïöáíþò éó÷ýåé. 70



3. �éá üëá �á i 6= j, pi = n−m > 0 åöüóïí n ≥ m + ℓ > m. ÅðåéäÞ −ℓ ≥ −(n−m), ãéá pjèá Ý÷ïõìå:
pj = n−m−

n

n− 1
· ℓ ≥ n−m−

n

n− 1
· (n−m) = −

n−m

n− 1ðïõ åßíáé ìåãáëý�åñï áðü −1 åðåéäÞ n− 1 > n−m > 0.4. Åöüóïí ℓi 6= ℓ ãéá üëá �á i = 1, 2, . . . , m, �ü�å ℓi ≤ ℓ− 1. ¸�óé,
pi = n−m−

n

n− 1
· ℓi ≥ ℓ−

n

n− 1
· (ℓ− 1) =

n− ℓ

n− 1
> 0áöïý éó÷ýåé n ≥ m + ℓ > ℓ ≥ 1.Åßíáé óçìáí�éêü íá �ïíßóïõìå ü�é ðáñüëï ðïõ ìéá ðïóü�ç�á pi ìðïñåß íá åßíáé áñíç�éêÞ (äåß�å�åñéð�þóåéò (1) êáé (3) áðü �ï ËÞììá 5.1), �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí äåí åßíáé ðï�Ýáñíç�éêü. Ó�çí �åñßð�ùóç (1), óçìåéþíïõìå ü�é

(

1 +

m∑

i=1

1/pi

)

·
m∏

i=1

pi = (1 + 1/p1) · p1 = p1 + 1 ≥ 0,ðïõ åðÜãåé ü�é τ(Kn − Gc) ≥ 0 áöïý n, λ(Kj), λ(Sj), λ(Pj), êáé λ(Cj) åßíáé üëá ìç-áñíç�éêÜ(äåß�å �áñá�Þñçóç 5.1) . τ(Kn − Gc) = 0 åÜí êáé ìüíï åÜí p1 = −1 üðùò áíáìåíü�áí áöïý åÜí
p1 = −1, ðïõ éó÷ýåé åÜí êáé ìüíï åÜí n = 1 + ℓ, �ü�å �ï ãñÜöçìá Kn −Gc åßíáé �ï óõìðëÞñùìá�ïõ ãñáöÞìá�ïò Gc ó�ï ïðïßï ç (ìïíáäéêÞ) sun-êïñõöÞ v1 �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gc åßíáé áðïìïíùìÝíç.Ó�çí �åñßð�ùóç (3), Ý÷ïõìå ü�é
(

1 +

m∑

i=1

1/pi

)

·
m∏

i=1

pi =

m∏

i=1

pi +

m∑

i=1

∏

t6=i

pt

≥ (n−m)m−1 · (−
n−m

n− 1
) + (n−m)m−1 + (m− 1) · (n−m)m−2 · (−

n−m

n− 1
)

= (n−m)m−1 ·

[

−
n−m

n− 1
+ 1−

m− 1

n− 1

]

= 0,ðïõ óçìáßíåé ü�é τ(Kn − Gc) ≥ 0. îáíÜ, τ(Kn − Gc) = 0 åÜí êáé ìüíï åÜí n = m + ℓ, ðïõ åßíáéáíáìåíüìåíï áöïý �ü�å �ï ãñÜöçìá Kn−Gc åßíáé �ï óõìðëÞñùìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gc, ó�ï ïðïßïç sun-êïñõöÞ vj åßíáé áðïìïíùìÝíç.5.3.2 Star-planet �ñáöÞìá�á¸ó�ù Ýíá star-planet ãñÜöçìá Gs ìå m + 1 sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò �Ý�ïéï þó�å
V (Gs) ⊆ V (Kn). ×ñçóéìïðïéïýìå �ï óõìðëçñùìá�éêü óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðßíáêá èåþñçìá ìåóêïðü íá åîÜãïõìå Ýíáí êëåéó�ü �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò
G = Kn −Gs.Ó�çí ðñïçãïýìåíç åíü�ç�á, ãéá �ï ãñÜöçìá G = Kn−Gc Ý÷ïõìå ó÷çìá�ßóåé �ïí (ℓi+1) × (ℓi+

1) ðßíáêá Ui, êáé Ý÷ïõìå õðïëïãßóåé �çí ïñßæïõóÜ �ïõ. Åßíáé åýêïëï íá äåß êáíåßò ü�é ï ðßíáêáò
Ui �áéñéÜæåé ìå �ïí áí�ßó�ïé÷ï ðßíáêá ãéá �ï ãñÜöçìá Kn − Gs äåäïìÝíïõ ü�é ÷ñçóéìïðïéïýìå
d(vi) = ℓi + 1, 1 ≤ i ≤ m. Õðïëïãßæïõìå �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá Ui âáóéæüìåíïé ó�çí ßäéá�å÷íéêÞ ìå áõ�Þí ðïõ åöáñìüóáìå ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn −Gc, êáé èá Ý÷ïõìå:
det (Ui) = pi ·

ℓi∏

j=1

(
λ(Kj)

αij · λ(Sj)
βij · λ(Pj)

γij · λ(Cj)
δij
),71



üðïõ pi = n− (ℓi + 1)−
ℓi

n− 1
= n− 1−

n

n− 1
· ℓi.¸�óé, áðü �ï �üñéóìá 5.1 êá�áóêåõÜæïõìå �ïí (m+ℓ+1)×(m+ℓ+1) ðßíáêá U(= M), óýìöùíáìå �ïí �ñüðï åðéãñáöÞò ãéá Ýíá star-planet ãñÜöçìá Gs. �éá �ïí áñéèìü τ(G) �ùí óêåëå�éêþíäÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G = Kn −Gs, Ý÷ïõìå �ïí áêüëïõèï �ýðï:

τ(G) = nn−m−ℓ−3 · det (U) (5.4)
üðïõ U =





















U1,1 1

U2,2 1. . . . . .
Um,m 1

1 n− d(v1) 1

1 n− d(v2) 1. . . . . . ...
1 n− d(vm) 1

1 1 · · · 1 n− d(c)



















åßíáé Ýíáò (m+ ℓ+1)× (m+ ℓ+1) ðßíáêáò. ¼ðùò êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn−Gc,êÜèå õðïðßíáêáò Ui,i, 1 ≤ i ≤ m, áðïê�Ü�áé áðü �ïí ðßíáêá Ui äéáãñÜöïí�áò �çí �åëåõ�áßá ãñáììÞêáé �çí �åëåõ�áßá ó�Þëç. Óçìåéþó�å ü�é

det (Ui,i) =

ℓi∏

j=1

λ(Kj)
αij · λ(Sj)

βij · λ(Pj)
γij · λ(Cj)

δij .¸�óé, ãéá �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá U , Ý÷ïõìå ü�é
det (U) =

ℓ∏

j=1

(

λ(Kj)
α(j) · λ(Sj)

β(j) · λ(Pj)
γ(j) · λ(Cj)

δ(j)
)

·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

p1 1

p2 1. . . ...
pm 1

1 1 · · · 1 n−m

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
ℓ∏

j=1

(

λ(Kj)
α(j) · λ(Sj)

β(j) · λ(Pj)
γ(j) · λ(Cj)

δ(j)
)

· det (Ds),üðïõ Ds åßíáé Ýíáò (m+1)×(m+1) ðßíáêáò. Ìå óêïðü íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá
Ds, äïõëåýïõìå üðùò êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ omplete-planet ãñáöÞìá�ïò: ðïëëáðëáóéÜæïõìå�çí ðñþ�ç ãñáììÞ �ïõ ðßíáêá Ds ìå −1 êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�éò åðüìåíåò m−1 ãñáììÝò. Ôü�å,ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ó�Þëç i ìå p1

pi
, 2 ≤ i ≤ m, êáé �ç ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ðñþ�ç ó�Þëç. ÔåëéêÜ,Ý�óé þó�å íá êÜíïõìå �ïí ðßíáêá Ds Üíù äéáãþíéï, ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ðñþ�ç ó�Þëç ìå −1

p1êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå add it toó�çí ó�Þëç m + 1. ¸�óé,
det (Ds) =

(

n−m−
1

p1
−

m∑

i=2

1

pi

)

·
m∏

i=1

pi =

(

n−m−
m∑

i=1

1

pi

)

·
m∏

i=1

pi.¸÷ïõìå �ï áêüëïõèï èåþñçìá: 72



Èåþñçìá 5.2. ¸ó�ù Ýíá star-planet ãñÜöçìá Gs ìå m + 1 sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò.Ôü�å, �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G = Kn − Gs, üðïõ n ≥ m + ℓ + 1,åßíáé ßóï ìå
τ(G) = nn−m−ℓ−3 ·

ℓ∏

j=1

(

λ(Kj)
α(j) · λ(Sj)

δ(j) · λ(Pj)
β(j) · λ(Cj)

γ(j)
)

·

(

n−m−
m∑

i=1

1

pi

)

·
m∏

i=1

piüðïõ
pi = n− 1−

n

n− 1
· ℓiêáé α(j) (áí�ßó�. β(j), γ(j), δ(j)) åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí ìÝãéó�ùí êëéêþí (áí�ßó�. áó�åñéþí,ìïíïðá�éþí, êýêëùí) ìå j êïñõöÝò ó�ï planet-graph �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gs.Óå áõ�Þí �çí ðåñßð�ùóç, ãéá �éò ðïóü�ç�åò pi, i = 1, 2, . . . , m, Ý÷ïõìå ü�é:ËÞììá 5.2. ¸ó�ù Ýíá star-planet ãñÜöçìá Gs ìå m + 1 sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò.Ôü�å,1. åÜí ℓ = 0, �ü�å ãéá üëá �á i = 1, 2, . . . , m, pi = n− 1 > 0.2. åÜí ℓ > 0 êáé m = 1, �ü�å p1 > 0.3. åÜí ℓ > 0, m ≥ 2, êáé ∃ℓj = ℓ, �ü�å pj > 0 êáé ãéá üëá i 6= j, pi = n− 1 > 0.4. åÜí ℓ > 0, m ≥ 2, êáé ∀i = 1, 2, . . . , m, ℓi < ℓ, �ü�å pi > m ≥ 2.Áðüäåéîç: Õðåíèõìßæïõìå ü�é n ≥ m + 1 + ℓ ðïõ åêöñÜæåé ü�é −ℓ ≥ m + 1− n. ÅðïìÝíùò,1. �ñïöáíþò éó÷ýåé.2. Åöüóïí m = 1 ðáßñíïõìå ü�é −ℓ ≥ 2− n êáé Ý�óé

p1 = n− 1−
n

n− 1
· ℓ ≥ n− 1 +

n

n− 1
· (2− n) =

1

n− 1
> 0åðåéäÞ n > 1.3. Áðü �ïí ïñéóìü �ùí pi, éó÷ýåé pi = n−1 > 0 ãéá üëá �á i 6= j. �éá �çí ðïóü�ç�á pj , Ý÷ïõìå

pj = n− 1−
n

n− 1
· ℓ ≥ n− 1 +

n

n− 1
· (m + 1− n) =

nm

n− 1
− 1 > 0åöüóïí m ≥ 2 êáé n > 3, êáé Ý�óé nm ≥ 2n > n− 1.4. Åöüóïí ãéá üëá �á i = 1, 2, . . . , m éó÷ýåé ü�é ℓi 6= ℓ, �ü�å ℓi ≤ ℓ−1. ÅðéðëÝïí, n−1 ≥ m+ℓ.¸�óé,

pi ≥ m + ℓ−
n

n− 1
· (ℓ− 1) = m +

nℓ− ℓ− nℓ + n

n− 1
= m +

n− ℓ

n− 1
> máöïý n ≥ m + 1 + ℓ > ℓ ≥ 1.Ôï ËÞììá 5.2 åêöñÜæåé ü�é ïé ðïóü�ç�åò pi åßíáé óå üëåò �éò ðåñéð�þóåéò èå�éêÝò. ÅðéðëÝïí,ìðïñïýìå íá ðéó�ïðïéÞóïõìå ü�é �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí äåí åßíáé ðï�Ý áñíç�éêü.ÅðåéäÞ �á n, λ(Kj), λ(Sj), λ(Pj), êáé λ(Cj) åßíáé üëá ìç-áñíç�éêÜ (�áñá�Þñçóç 5.1), áðïìÝíåé íáäåßîïõìå ü�é (n−m−

∑m
i=1 1/pi) ·

∏m
i=1 pi ≥ 0. Ó�çí ðåñßð�ùóç (1), óçìåéþíïõìå ü�é

(

n−m−
m∑

i=1

1

pi

)

·
m∏

i=1

pi =

(

n−m−
m

n− 1

)

· (n− 1)m =

(

n ·
n−m− 1

n− 1

)

· (n− 1)m ≥ 073



åðåéäÞ n ≥ m + 1 > 1. ¸�óé, ï áñéèìüò τ(Kn −Gs) �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí äåí åßíáé ìéêñü�åñïáðü 0 . åÜí n = m + 1 �ü�å τ(Kn − Gs) = 0, üðùò áíáìåíü�áí, åöüóïí ãéá n = m + 1, �ïãñÜöçìá Kn − Gs åßíáé �ï óõìðëÞñùìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gs ó�ï ïðïßï ç êåí�ñéêÞ êïñõöÞ �ïõsun-ãñáöÞìá�ïò �ïõ Gs åßíáé áðïìïíùìÝíç. Ó�çí ðåñßð�ùóç (2), m = 1 êáé
(

n−m−
m∑

i=1

1

pi

)

·
m∏

i=1

pi =

(

n− 1−
1

p1

)

·p1 = (n−1)·p1−1 = (n−1)2−nℓ−1 = n(n−2−ℓ) ≥ 0áöïý n ≥ m + 1 + ℓ = 2 + ℓ. Åðßóçò, åÜí n = ℓ + 2 �ü�å τ(Kn − Gs) = 0, üðùò áíáìåíü�áíáöïý ãéá n = ℓ + 2, �ï ãñÜöçìá Kn −Gs åßíáé �ï óõìðëÞñùìá åíüò ãñáöÞìá�ïò Gs ó�ï ïðïßï çsun-êïñõöÞ v1 �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gs åßíáé áðïìïíùìÝíç. Ó�çí ðåñßð�ùóç (3) Ý÷ïõìå,
(

n−m−
m∑

i=1

1

pi

)

·
m∏

i=1

pi =

(

n−m−

(
m− 1

n− 1
+

1

pj

))

· (n− 1)m−1 · pj

= (n− 1)m−1 ·

((

n−m−
m− 1

n− 1

)

· pj + 1

)

> 0åðåéäÞ pj > 0 êáé n > m =⇒ −m−1
n−1 > −1 =⇒ n−m− m−1

n−1 > n −m− 1 ≥ ℓ > 0. Ôåëéêþò,ó�çí ðåñßð�ùóç (4), åöüóïí pi > m,
(

n−m−
m∑

i=1

1

pi

)

·
m∏

i=1

pi >
(

n−m−
m

m

)

·mm = (n−m− 1) ·mm > 0.5.4 Áðï�åëÝóìá�á Ìåãéó�ïðïßçóçò¼ðùò ðñïáíáöÝñèçêå ó�çí åéóáãùãÞ, �ï ðéï ïìïéüìïñöï áîéüðéó�ï äßê�õï ([25, 84℄) ïñßæå�áé ãéá íáìåãéó�ïðïéåß ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí. ¸�óé, åßíáé åíäéáöÝñïí íá êáèïñßóïõìå �ïõò �ýðïõò�ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ Ý÷ïõí ìÝãéó�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãéá ðñïêáèïñéóìÝíåò �éìÝò �ùíêïñõöþí êáé áêìþí. �éá íá êñá�Þóïõìå �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí êáé áêìþí ó�áèåñü, èåùñïýìå ü�é�ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn êáé �ïõ sun-ãñáöÞìá�ïò êáé �ùí äéáíõóìÜ�ùí êëßêáò,áó�åñéïý, ìïíïðá�éïý, êáé êýêëïõ åßíáé ó�áèåñÜ. Óå áõ�Þí �çí åíü�ç�á, ðáñÝ÷ïõìå áðï�åëÝóìá�áìåãéó�ïðïßçóçò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn−G, üðïõ �ï ãñÜöçìá
G åßíáé Ýíá omplete-planet Þ Ýíá star-planet ãñÜöçìá.5.4.1 Complete-planet �ñáöÞìá�á¸ó�ù Ýíá omplete-planet ãñÜöçìá Gc ìå m sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò, üðïõ ℓ = ℓ1 +

ℓ2 + · · · + ℓm êáé ℓi, 1 ≤ i ≤ m, åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ùí planet-õðïãñáöçìÜ�ùí
G1, G2, . . . , Gm. �éá åõêïëßá óõìâïëéóìïý, ãñÜöïõìå �ïí áñéèìü τ(Kn − Gc) �ùí óêåëå�éêþíäÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn −Gc �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 5.1 ùò åîÞò:

τ(Kn −Gc) = X(Gc) · Y (Gc),üðïõ
X(Gc) = nn−m−ℓ−2 ·

ℓ∏

j=1

(

λ(Kj)
α(j) · λ(Pj)

β(j) · λ(Cj)
γ(j) · λ(Sj)

δ(j)
)

,

Y (Gc) =

(

1 +
m∑

i=1

1

pi

)

·
m∏

i=1

pi,êáé
pi = n−m−

n

n− 1
· ℓi. (5.5)74



Åöüóïí ìáò åíäéáöÝñåé íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ü�áí ïé ðáñÜìå�ñïé
n êáé m, üðùò åðßóçò êáé �ï äéÜíõóìá êëßêáò α, �ï äéÜíõóìá áó�åñéïý β, �ï äéÜíõóìá ìïíïðá�éþí
γ, êáé �ï äéÜíõóìá êýêëïõ δ åßíáé ó�áèåñÜ, åðáñêåß íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �ïí ðáñÜãïí�á Y (Gc).Èá óõãêåí�ñùèïýìå ó�ç ðåñßð�ùóç åêåßíç ðïõ m ≥ 2 êáé ℓ > 0. åÜí m = 1 Þ ℓ = 0, äåí Ý÷ïõìåêáìßá éêáíü�ç�á íá áëëÜîïõìå �çí äïìÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò Gc. Åöüóïí

m∑

i=1

pi =

m∑

i=1

(n−m−
n

n− 1
ℓi) = (n−m)m−

n

n− 1

m∑

i=1

ℓi = (n−m)m−
n

n− 1
ℓ,�ï ïðïßï Ý÷åé ó�áèåñÞ �éìÞ åöüóïí �á n, m, ℓ åßíáé ðñïêáèïñéóìÝíá, áí�éêáèéó�ïýìå �çí �éìÞ pmìå S −

∑m−1
i=1 pi ó�ïí ðáñÜãïí�á Y (Gc), üðïõ S =

∑m
i=1 pi = (n−m)m− n

n−1ℓ. Ôü�å,
Y (Gc) =

(

1 +

m∑

i=1

1

pi

)

·
m∏

i=1

pi =

m∏

i=1

pi +

m∑

i=1

m∏

j=1
j 6=i

pj

= pm

m−1∏

i=1

pi + pm

m−1∑

i=1

m−1∏

j=1
j 6=i

pj +
m−1∏

i=1

pi

=

(

S −
m−1∑

i=1

pi

)

·
m−1∏

i=1

pi +

(

S −
m−1∑

i=1

pi

)

·
m−1∑

i=1

m−1∏

j=1
j 6=i

pj +

m−1∏

i=1

pi

=

(

1 + S −
m−1∑

i=1

pi

)

·
m−1∏

i=1

pi +

(

S −
m−1∑

i=1

pi

)

·
m−1∑

i=1

m−1∏

j=1
j 6=i

pj .Õðïëïãßæïõìå �ï ìÝãéó�ï âñßóêïí�áò �çí ìåñéêÞ ðáñÜãùãï �ïõ ðáñÜãùí�á Y (Gc) ùò ðñïò ïðïéï-äÞðï�å pt, 1 ≤ t ≤ m− 1, êáé èÝ�ïí�Üò �ï ßóï ìå �ï 0.
∂Y (Gc)

∂pt

= −
m−1∏

i=1

pi +

(

1 + S −
m−1∑

i=1

pi

)

·
m−1∏

i=1
i6=t

pi −
m−1∑

i=1

m−1∏

j=1
j 6=i

pj +

(

S −
m−1∑

i=1

pi

)

·
m−1∑

i=1
i6=t

m−1∏

j=1
j 6=i,t

pj

= −
m−1∏

i=1

pi +

(

1 + S −
m−1∑

i=1

pi

)

·
1

pt

m−1∏

i=1

pi −
m−1∑

i=1

(

1

pi

m−1∏

j=1

pj

)

+

(

S −
m−1∑

i=1

pi

)

·
m−1∑

i=1
i6=t

(

1

pipt

m−1∏

j=1

pj

)

=

m−1∏

i=1

pi




−1 +

1

pt

(

1 + S −
m−1∑

i=1

pi

)

−
m−1∑

i=1

1

pi

+

(

S −
m−1∑

i=1

pi

)

·
1

pt

m−1∑

i=1
i6=t

1

pi






=

m−1∏

i=1

pi




−1 +

1

pt

−
m−1∑

i=1

1

pi

+
1

pt

(

S −
m−1∑

i=1

pi

)

+
1

pt

(

S −
m−1∑

i=1

pi

)

·
m−1∑

i=1
i6=t

1

pi






=

m−1∏

i=1

pi




−1−

m−1∑

i=1
i6=t

1

pi

+
1

pt

(

S −
m−1∑

i=1

pi

)

·

(

1 +

m−1∑

i=1
i6=t

1

pi

)





=

m−1∏

i=1

pi ·

(

1 +

m−1∑

i=1
i6=t

1

pi

)

·

(

1

pt

(

S −
m−1∑

i=1

pi

)

− 1

)

=

m−1∏

i=1
i6=t

pi ·

(

1 +

m−1∑

i=1
i6=t

1

pi

)

·

(

S −
m−1∑

i=1

pi − pt

)

.75



Ôü�å, ìðïñïýìå íá äåßîïõìå �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá:ËÞììá 5.3. ÅÜí m ≥ 2 êáé ℓ > 0, �ü�å ãéá êÜèå t ∈ {1, 2, . . . , m}

m−1∏

i=1
i6=t

pi ·

(

1 +

m−1∑

i=1
i6=t

1

pi

)

> 0.Áðüäåéîç: ÅÜí ãéá üëá �á i = 1, 2, . . . , m, éó÷ýåé ü�é ℓi < ℓ then pi > 0 (ðåñßð�ùóç (4) �ïõËÞììá�ïò 5.1) êáé �ï ëÞììá ðñïöáíþò Ýðå�áé. ¸ó�ù �þñá ü�é ℓj = ℓ ãéá êÜðïéá j áðü �ï óýíïëï
{1, 2, . . . , m}. ÅÜí t = j, �ü�å �ï ëÞììá îáíÜ Ýðå�áé åöüóïí pi > 0 ãéá üëá �á i 6= j (ðåñßð�ùóç (3)�ïõ ËÞììá�ïò 5.1). Ôþñá, åÜí t 6= j, �ü�å

m−1∏

i=1
i6=t

pi ·

(

1 +

m−1∑

i=1
i6=t

1

pi

)

=
(

(n−m)m−2 · pj

)

·

(

1 +
m− 2

n−m
+

1

pj

)

= (n−m)m−2 ·

(

pj · (1 +
m− 2

n−m
) + 1

)

≥ (n−m)m−2 ·

[

−
n− 2

n− 1
+ 1

]

> 0åöüóïí pj ≥ −
n−m
n−1 (äåß�å ðåñßð�ùóç (3) �ïõ ËÞììá�ïò 5.1), 1 − n−2

n−1 = 1
n−1 , and n ≥ m + ℓ >

m ≥ 2.Ìå âÜóç �ï ËÞììá 5.3, ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ∂Y (Gc)/∂pt åßíáé ßóç ìå 0 åÜí êáé ìüíï åÜí
pt = S −

m−1∑

i=1

pi = pm.Åöüóïí ç ðáñáðÜíù éóü�ç�á éó÷ýåé ãéá êÜèå t = 1, 2, . . . , m − 1, óõìðåñáßíïõìå ü�é ç ðïóü-�ç�á Y (Gc) ö�Üíåé óå Ýíá üñéï åÜí êáé ìüíï åÜí p1 = p2 = . . . = pm Þ éóïäýíáìá ü�áí
ℓ1 = ℓ2 = . . . = ℓm. ÅðéðëÝïí, åëÝã÷ïí�áò �ï ðñüóçìï �çò �éìÞò �ùí ∂2Y (Gc)/∂2pt ü�áí
pt = S−

∑m−1
i=1 pi, ðéó�ïðïéïýìå ü�é �ï Üíù üñéï �ïõ ðáñÜãïí�á Y (Gc) åßíáé Ýíá ìÝãéó�ï. óçìåéþ-ó�å ü�é

∂2Y (Gc)

∂2pt

=

m−1∏

i=1
i6=t

pi ·

(

1 +

m−1∑

i=1
i6=t

1

pi

)

·
(

−1− 1
)

< 0.Ôá áðï�åëÝóìá�Ü ìáò óõãêåí�ñþíïí�áé ó�ï áêüëïõèï èåþñçìá.Èåþñçìá 5.3. ¸ó�ù Ýíá omplete-planet ãñÜöçìá Gc ìå ðñïêáèïñéóìÝíá äéáíýóìá�á êëéêþí,áó�åñéþí, ìïíïðá�éþí, êáé êýêëùí, êáé m + ℓ êïñõöÝò, üðïõ ℓ =
∑m

i=1 ℓi, êáé ℓi åßíáé �ï ðëÞèïò�ùí êïñõöþí �ùí i-ó�þí planet-õðïãñáöçìÜ�ùí Gi. Ôü�å, �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõãñáöÞìá�ïò Kn −Gc ìåãéó�ïðïéåß�áé ü�áí ïé �éìÝò �ùí ℓi åßíáé üëåò ßóåò.Ó�çí åñãáóßá [24℄, Ýíá èåþñçìá ìåãéó�ïðïßçóçò ðáñÝ÷å�áé ãéá �ï ãñÜöçìá Kn − G, üðïõ �ïãñÜöçìá G åßíáé Ýíá multi-star ãñÜöçìá, ðïõ Ýðå�áé ùò óõíÝðåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò 5.3. åöüóïí ïéóõããñáöåßò �ïõ [24℄ èåþñçóáí ü�é ïé planet-óõíéó�þóåò ìðïñïýí ìüíï íá åßíáé ìïíáäéêÝò êïñõöÝò,�ü�å åÜí äåí åßíáé äõíá�ü íá éó÷ýåé ℓ1 = ℓ2 = · · · = ℓm, åßíáé óßãïõñï åöéê�ü íá åîáóöáëéó�åßü�é ïðïéïäÞðï�å áðü �á ℓi äéáöÝñïõí �ï ðïëý êá�Ü 1. Åöüóïí ãéá �á äïèÝí�á äéáíýóìá�á êëéêþí,áó�åñéþí, ìïíïðá�éþí, êáé êýêëùí, êá�áöåñèåß íá éó÷ýåé ℓ1 = ℓ2 = · · · = ℓm, åÜí åßíáé åöéê�ü,ìáò áðáé�åß íá êÜíïõìå Ýíá ìåãÜëï áñéèìü óõíäõáóìþí ãåíéêÜ. �áñáêÜ�ù äßíïõìå Ýíá åðéðëÝïíáðï�Ýëåóìá �ï ïðïßï ü�áí åöáñìüæå�áé åðáíáëçð�éêÜ ìáò âïçèÜåé íá ðå�ý÷ïõìå Ýíá ìÝãéó�ï óåáõ�ü �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí, ðáñüëï ðïõ áõ�ü äåí åßíáé áðáñáß�ç�ï ïëéêü ìÝãéó�ï.76



¸ó�ù äýï �õ÷áßåò êïñõöÝò vi êáé vj �ïõ sun-ãñáöÞìá�ïò Gc[A] êáé Ýó�ù Gi êáé Gj �á áí�ß-ó�ïé÷á planet-õðïãñáöÞìá�á . ¼ðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, �á ãñáöÞìá�á Gi êáé Gj Ý÷ïõí
ℓi êáé ℓj êïñõöÝò, áí�ßó�ïé÷á. Áðü �ï ãñÜöçìá Gc, êá�áóêåõÜæïõìå �ï omplete-planet ãñÜ-öçìá G′

c ìå�áêéíþí�áò �éò planet-óõíéó�þóåò ìå�áîý �ùí planet-õðïãñáöçìÜ�ùí Gi êáé Gj Ý�óéþó�å íá áðïê�Þóïõìå �á planet-õðïãñáöÞìá�á G′
i êáé G′

j ìå ℓ′i êáé ℓ′j êïñõöÝò, áí�ßó�ïé÷á. �ü�å,
ℓ′i + ℓ′j = ℓi + ℓj.Âñßóêïõìå �þñá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí G′

c êáé Gc. �ñþ�á, çðïóü�ç�á Y (Gc), óå ó÷Ýóç ìå �á pi êáé pj , ìðïñåß íá ãñáö�åß ùò
Y (Gc) = pipj

m∏

k=1
k 6=i,j

pk + pipj

m∑

r=1
r 6=i,j

m∏

k=1
k 6=r,i,j

pk + (pi + pj)

m∏

k=1
k 6=i,j

pk

= pipj






m∏

k=1
k 6=i,j

pk ·




1 +

m∑

r=1
r 6=i,j

1

pr









+ (pi + pj)

m∏

k=1
k 6=i,j

pk

= pipj ·Φ1 + (pi + pj) ·Φ2.�áñüìïéá, ãéá �ï ãñÜöçìá G′
c èá Ý÷ïõìå
Y (G′

c) = p′ip
′
j ·Φ1 + (p′i + p′j) ·Φ2.Åðéðñüóèå�á, �á ãñáöÞìá�á Gc êáé G′

c Ý÷ïõí �á ßäéá äéáíýóìá�á êëéêþí, áó�åñéþí, ìïíïðá�éþí,êáé êýêëùí, êáé Ý�óé X(G′
c) = X(Gc). Ìå óêïðü íá óõãêñßíïõìå �á ðëÞèç �ùí óêåëå�éêþíäÝí�ñùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí Kn −G′

c êáé Kn −Gc, åîå�Üæïõìå �çí äéáöïñÜ �ïõò:
τ(Kn −G′

c)− τ(Kn −Gc) = (Y (G′
c)− Y (Gc)) ·X(Gc)

=
(
(p′ip

′
j − pipj) ·Φ1 + (p′i + p′j − pi − pj) ·Φ2

)
·X(Gc). (5.6)Áðü �çí Åî. (5.5), ðå�õ÷áßíïõìå:

p′i + p′j = 2(n−m)−
n

n− 1
· (ℓ′i + ℓ′j) and

pi + pj = 2(n−m)−
n

n− 1
· (ℓi + ℓj).Åöüóïí ℓ′i + ℓ′j = ℓi + ℓj, åßíáé åýêïëï íá äåß êáíåßò ü�é p′i + p′j = pi + pj . ¸�óé, ç Åî. (5.6)ìå�ñÝðå�áé

τ(Kn −G′
c)− τ(Kn −Gc) = (p′ip

′
j − pipj) ·Φ1 ·X(Gc). (5.7)�éá �á ãéíüìåíá p′ip

′
j êáé pipj , Ý÷ïõìå ü�é

p′ip
′
j = (n−m)2 − (n−m)

n

n− 1
(ℓ′i + ℓ′j) +

(
n

n− 1

)2

ℓ′iℓ
′
j and

pipj = (n−m)2 − (n−m)
n

n− 1
(ℓi + ℓj) +

(
n

n− 1

)2

ℓiℓj .¸�óé, åöüóïí ℓ′i + ℓ′j = ℓi + ℓj, ç Åî. (5.7) ìå�á�ñÝðå�áé óå
τ(Kn −G′

c)− τ(Kn −Gc) =

(
n

n− 1

)2
(
ℓ′iℓ

′
j − ℓiℓj

)
· Φ1 ·X(Gc). (5.8)Ìå Ýíáí ðáñüìïéï �ñüðï ìå áõ�üí ðïõ äåßîáìå ó�çí áðüäåéîç �ïõ ËÞììá�ïò 5.3, ìðïñïýìå íáäåßîïõìå ü�é Φ1 > 0. Åðéðñüóèå�á, X(Gc) ≥ 0. ¸�óé, ó�çí Åî. (5.8) Ý÷ïõìå íá èåùñÞóïõìå �çí�éìÞ ℓ′iℓ

′
j − ℓiℓj. Áðïäåéêíýïõìå �ï áêüëïõèï ëÞììá.77



ËÞììá 5.4. If |ℓ′i − ℓ′j| < |ℓi − ℓj | then ℓ′iℓ
′
j − ℓiℓj > 0.Áðüäåéîç. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, Ýó�ù ℓi ≥ ℓj êáé ℓ′i ≥ ℓ′j . Åöüóïí ℓ′i − ℓ′j < ℓi − ℓj êáé

ℓ′i + ℓ′j = ℓi + ℓj, õðÜñ÷åé Ýíáò áêÝñáéïò r ≥ 1 �Ý�ïéïò þó�å,
ℓ′i = ℓi − r and ℓ′j = ℓj + r.Åöüóïí ℓ′i ≥ ℓ′j , èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ü�é ℓi − r ≥ ℓj + r =⇒ 2r ≤ ℓi − ℓj. ÅðéðëÝïí, ℓ′iℓ

′
j =

ℓiℓj + r(ℓi− ℓj)− r2, êáé, ãé' áõ�ü, ℓ′iℓ
′
j − ℓiℓj = r(ℓi− ℓj)− r2 ðïõ åßíáé ìåãáëý�åñï áðü 0 åöüóïí

1 ≤ r ≤ (ℓi − ℓj)/2.ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèï èåþñçìá.Èåþñçìá 5.4. ¸ó�ù Ýíá omplete-planet ãñÜöçìá Gc, Ýó�ù äýï êïñõöÝò vi, vj �ïõ sun-ãñáöÞìá�ïòêáé ℓi, ℓj �á ðëÞèç �ùí êïñõöþí �ùí planet-õðïãñáöçìÜ�ùí Gi êáé Gj ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �éò êï-ñõöÝò vi êáé vj , áí�ßó�ïé÷á. ÅÜí �éò êëßêåò, �á áó�Ýñéá, �á ìïíïðÜ�éá êáé �ïõò êýêëïõò �ùíãñáöçìÜ�ùí Gi êáé Gj �á áíáêá�á�Üóóïõìå Ý�óé þó�å ó�ï �ñïðïðïéçìÝíï ãñÜöçìá G′
c �á ðëÞèç�ùí êïñõöþí �ùí planet-ãñáöçìÜ�ùí ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �éò êïñõöÝò vi êáé vj åßíáé ℓ′i êáé ℓ′jìå |ℓ′i − ℓ′j| < |ℓi − ℓj|, �ü�å �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn − G′

c åßíáéìåãáëý�åñï áðü áõ�ü �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn −Gc.Ôï Èåþñçìá 5.4 åðÜãåé ü�é ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå Ýíá æåõãÜñé êïñõöþí áðü �ï sun-ãñÜöçìáåíüò omplete-planet ãñáöÞìá�ïò Gc êáé áíáêá�á�Üóóïõìå �éò planet-óõíéó�þóåò �ùí planet-õðïãñáöçìÜ�ùí Ý�óé þó�å íá åëá÷éó�ïðïéÞóïõìå �çí áðüëõ�ç �éìÞ �çò äéáöïñÜò �ùí áñéèìþíêïñõöþí �ïõò. ÅðáíáëáìâÜíïõìå �çí äéáäéêáóßá ãéá Ýíá áêüìá �Ý�ïéï æåõãÜñé êïñõöþí êáéóõíå÷ßóïõìå Ýùò ü�ïõ êáíÝíá æåõãÜñé �ùí êïñõöþí åðéöÝñåé ìåãáëý�åñï óå ðëÞèïò óêåëå�éêþíäÝí�ñùí.5.4.2 Star-planet �ñáöÞìá�áÁðïäåéêíýïõìå ðáñüìïéá áðï�åëÝóìá�á ãéá �ï ðëÞèïò τ(Kn − Gs) �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõãñáöÞìá�ïò Kn−Gs, üðïõ Gs åßíáé Ýíá star-planet ãñÜöçìá ìå m + 1 sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ℓ = ℓ1 + ℓ2 + · · ·+ ℓm êáé ℓi, åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ planet-õðïãñáöÞìá�ïò Gi, 1 ≤ i ≤ m. Ôü�å, áðü �ï Èåþñçìá 5.2 Ý÷ïõìå ü�é
τ(Kn −Gs) = X(Gs) · Y (Gs),üðïõ

X(Gs) = nn−m−ℓ−3 ·
ℓ∏

j=1

(

λ(Kj)
α(j) · λ(Sj)

β(j) · λ(Pj)
γ(j) · λ(Cj)

δ(j)
)

,

Y (Gs) =

(

n−m−
m∑

i=1

1

pi

)

·
m∏

i=1

pi,êáé
pi = n− 1−

n

n− 1
· ℓi. (5.9)Ìå óêïðü íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �ï ðëÞèïò τ(Kn −Gs) �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí õðü �çí õðüèåóçü�é ïé ðáñÜìå�ñïé n êáé m, êáé �á äéáíýóìá�á �çò êëßêáò, áó�åñéïý, ìïíïðá�éïý, êáé êýêëïõ åßíáéêáèïñéóìÝíá, åðáñêåß íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �ïí ðáñÜãïí�á Y (Gs).78



Åßíáé ãíùó�ü ü�é �ï ãéíüìåíï k èå�éêþí áñéèìþí a1, a2, . . . , ak ðïõ �ï ÜèñïéóìÜ �ïõò A åßíáéó�áèåñü, åßíáé ìÝãéó�ï ü�áí üëïé ïé áñéèìïß åßíáé ßóïé. áõ�ü öáßíå�áé áí�éêáèéó�þí�áò �çí ìå�áâëç�Þ
ak ìå A −

∑k−1
i=1 ai ó�ï ãéíüìåíï �ùí ai êáé äïõëåýïí�áò ìå �éò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò �çò �åëéêÞòÝêöñáóçò ùò ðñïò ïðïéïäÞðï�å áðü �á ai. Ìå �ïí ßäéï �ñüðï, ìðïñïýìå íá äåßîïõìå ü�é �ïÜèñïéóìá ∑k

i=1
1
ai

�ùí k èå�éêþí áñéèìþí a1, a2, . . . , ak ðïõ �ï ÜèñïéóìÜ �ïõò åßíáé ó�áèåñü,åëá÷éó�ïðïéÞ�áé ü�áí üëïé ïé áñéèìïß åßíáé ßóïé. ¸�óé, åöüóïí �ï Üèñïéóìá �ùí ìå�áâëç�þí piåßíáé (n − m)m − nℓ
n−1 ðïõ åßíáé ó�áèåñü üðùò õðïèÝóáìå äéü�é �á n, m, ℓ åßíáé ó�áèåñÜ, êáé ïéäýï ðáñÜãïí�åò �ïõ Y (Gs) åßíáé ìÝãéó�á ü�áí üëá �á pi åßíáé ßóá. ¸�óé, åÜí ëÜâïõìå õð' üøéíü�é ïðïéïäÞðï�å äýï pi, pj åßíáé ßóá åÜí êáé ìüíï åÜí ℓi = ℓj (äåß�å Åî. (5.9)) Ý÷ïõìå Ýíá ðáñüìïéáðï�Ýëåóìá ìå �ï Èåþñçìá 5.3.Èåþñçìá 5.5. ¸ó�ù Ýíá star-planet ãñÜöçìá Gs ìå ó�áèåñÜ äéáíýóìá�á êëßêáò, áó�åñéïý,ìïíïðá�éïý, êáé êýêëïõ, êáé m + ℓ + 1 êïñõöÝò, üðïõ ℓ =

∑m
i=1 ℓi êáé ℓi åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êï-ñõöþí �ùí i planet-õðïãñáöçìÜ�ùí Gi. Ôü�å, �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò

Kn −Gs ìåãéó�ïðïéåß�áé ü�áí üëá �á ℓi åßíáé ßóá.Ó�ç óõíÝ÷åéá, èåùñïýìå Ýíá star-planet ãñÜöçìá Gs êáé äýï �õ÷áßåò êïñõöÝò vi êáé vj �ïõ sun-ãñáöÞìá�ïò Gs[A] ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á planet-ãñáöÞìá�á ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ℓi êáé ℓj êïñõöÝò, á-í�ß÷�ïé÷á. Êá�áóêåõÜæïõìå áðü �ï ãñÜöçìá Gs �á star-planet ãñáöÞìá�á G′
s ìå�áêéíþí�áò �éòóõíéó�þóåò ìå�áîý �ùí planet-õðïãñáöçìÜ�ùí �ùí êïñõöþí vi êáé vj Ý�óé þó�å �á �åëéêÜ planet-ãñáöÞìá�á Ý÷ïõí ℓ′i êáé ℓ′j êïñõöÝò, áí�ßó�ïé÷á. Ôü�å, ℓ′i + ℓ′j = ℓi + ℓj êáé X(Gs) = X(G′

s). Çðïóü�ç�á Y (Gs), ùò ðñïò �á pi êáé pj , ìðïñåß íá ãñáö�åß ùò
Y (Gs) = (n−m) pipj

m∏

k=1
k 6=i,j

pk − pipj

m∑

r=1
r 6=i,j

m∏

k=1
k 6=r,i,j

pk − (pi + pj)

m∏

k=1
k 6=i,j

pk

= pipj









n−m−

m∑

r=1
r 6=i,j

1

pr




 ·

m∏

k=1
k 6=i,j

pk




− (pi + pj)

m∏

k=1
k 6=i,j

pk

= pipj ·Ψ1 − (pi + pj) ·Ψ2.Ìéá ðáñüìïéá Ýêöñáóç éó÷ýåé ãéá �çí ðïóü�ç�á Y (G′
s) ùò ðñïò �á p′i êáé p′j . Áðü �çí Åî. (5.9),Ý÷ïõìå:

pi + pj = 2(n− 1)−
n

n− 1
· (ℓi + ℓj),

p′j + p′j = 2(n− 1)−
n

n− 1
· (ℓ′i + ℓ′j)êáé

pipj = (n− 1)2 − n(ℓi + ℓj) +

(
n

n− 1

)2

ℓiℓj,

p′ip
′
j = (n− 1)2 − n(ℓ′i + ℓ′j) +

(
n

n− 1

)2

ℓ′iℓ
′
j.Åöüóïí ℓ′i + ℓ′j = ℓi + ℓj , åßíáé åýêïëï íá äïýìå ü�é p′i + p′j = pi + pj . ÅðïìÝíùò,

τ(Kn −G′
s)− τ(Kn −Gs) =

(
(p′ip

′
j − pipj) ·Ψ1 − (p′i + p′j − pi − pj) ·Ψ2

)
·X(Gs)

= (p′ip
′
j − pipj) ·Ψ1 ·X(Gs)

=

(
n

n− 1

)2
(
ℓ′iℓ

′
j − ℓiℓj

)
·Ψ1 ·X(Gs).Ôï ËÞììá 5.5 áðïäåéêíýåé ü�é ãéá ïðïéáäÞðï�å i, j, éó÷ýåé Ψ1 > 0.79



ËÞììá 5.5. ÅÜí m ≥ 2 êáé ℓ > 0, �ü�å Ψ1 > 0.Áðüäåéîç: ÅÜí ãéá üëá �á i = 1, 2, . . . , m, ℓi 6= ℓ �ü�å pi > m (äåß�å ðåñßð�ùóç (4) ó�ïËÞììá 5.2), êáé Ý�óé
Ψ1 =




n−m−

m∑

r=1
r 6=i,j

1

pr




 ·

m∏

k=1
k 6=i,j

pk >

(

n−m−
m− 2

m

)

·mm−2

> (n−m− 1) ·mm−2 > 0áöïý n ≥ m + 1 + ℓ > m + 1. ¸ó�ù �þñá ü�é õðÜñ÷åé Ýíáò äåßê�çò t �Ý�ïéïò þó�å ℓt = ℓ. Ôü�å,
pt > 0 êáé pi = n− 1 ãéá i 6= j (ðåñßð�ùóç (3) ó�ï ËÞììá 5.2). ÅÜí �ï t åßíáé åß�å i, åß�å j �ü�å

Ψ1 =




n−m−

m∑

r=1
r 6=i,j

1

pr




 ·

m∏

k=1
k 6=i,j

pk >

(

n−m−
m− 2

n− 1

)

· (n− 1)m−2

> (n−m− 1) · (n− 1)m−2 > 0áöïý m− 2 < n− 1. ÅÜí �ï t äéáöÝñåé êáé áðü �á äýï i, j �ü�å
Ψ1 =




n−m−

m∑

r=1
r 6=i,j

1

pr




 ·

m∏

k=1
k 6=i,j

pk =

(

n−m−

(
m− 3

n− 1
+

1

pt

))

· (n− 1)m−3 · pj

= (n− 1)m−3 ·

((

n−m−
m− 3

n− 1

)

· pj + 1

)

> 0åðåéäÞ pj > 0 êáé n > m =⇒ −m−3
n−1 > −1 =⇒ n−m− m−3

n−1 > n−m− 1 ≥ ℓ > 0.Åðéðñüóèå�á, ç ðïóü�ç�á X(Gs) ≥ 0. ¸�óé, áðü �á ËÞììá�á 5.4 êáé 5.5, Ý÷ïõìå ü�é:Èåþñçìá 5.6. ¸ó�ù Ýíá star-planet ãñÜöçìá Gs, vi, vj äýï êïñõöÝò �ïõ sun-ãñáöÞìá�ïò êáé
ℓi, ℓj �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ùí planet-õðïãñáöçìÜ�ùí Gi êáé Gj , ðïõ óõó÷å�ßæïí�áé ìå �éêïñõöÝò vi êáé vj , áí�ßó�ïé÷á. ÅÜí ïé êëßêåò, �á áó�Ýñéá, �á ìïíïðÜ�éá, êáé ïé êýêëïé �ùíõðïãñáöçìÜ�ùí Gi êáé Gj áíáêá�á�åèïýí Ý�óé þó�å ó�ï �åëéêü ãñÜöçìá G′

s �á ðëÞèç �ùí êïñõöþí�ùí planet-ãñáöçìÜ�ùí ðïõ óõó÷å�ßæïí�áé ìå �éò êïñõöÝò vi êáé vj åßíáé ℓ′i êáé ℓ′j ìå |ℓ′i − ℓ′j| <

|ℓi− ℓj|, �ü�å �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn−G′
s åßíáé ìåãáëý�åñï áðüáõ�ü �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn −Gs.Ìå âÜóç �ï Èåþñçìá 5.6, Ýíá �ïðéêü åëÜ÷éó�ï ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ìðïñåß íááðïê�çèåß üðùò ó�çí ðåñßð�ùóç �ùí omplete-planet ãñáöçìÜ�ùí.5.5 ÓõìðåñÜóìá�áÓå áõ�ü �ï êåöÜëáéï, ïñßóáìå äýï êëÜóåéò �ùí áó�åñïåéäÞ ãñáöçìÜ�ùí, ðïõ ïíïìÜæïí�áé omplete-planet êáé star-planet ãñáöÞìá�á, êáé áðïäåßîáìå êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �á ãñáöÞìá�á �çò ìïñöÞò

Kn−G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá omplete-planet Þ Ýíá star-planet ãñÜöçìá. �éá �ïí óêïðüáõ�ü, ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �ï óõìðëçñùìá�éêþí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðßíáêá èåþñçìá üðùò åðßóçò êáéêëáóéêÝò �å÷íéêÝò áðü �çí ãñáììéêÞ Üëãåâñá êáé �çí èåùñßá ðéíÜêùí.80



�áñÜìå�ñïé m, ℓ, α, β, γ, δ Complete-planet ãñÜöçìá Gc ÁíáöïñÜ
m = k + 1, ℓ = 0 Þ
m = 1, α(k) = 1, α(i) = 0 ∀ i 6= k, β = γ = δ = 0

Kk+1 [9, 94℄
m = 1, β(k) = 1, β(i) = 0 ∀ i 6= k, α = γ = δ = 0 K2 + kK1 [9℄
m = 1, γ(k) = 1, γ(i) = 0 ∀ i 6= k, α = β = δ = 0 K1 + Pk (gem, ãéá k = 4) [9℄
m = 1, δ(k) = 1, δ(i) = 0 ∀ i 6= k, α = β = γ = 0 �ñï÷üò (wheel) ãñÜöçìá Wk+1 [9℄
m ≥ 1, α(1) 6= 0, α(i) = 0 ∀ i 6= 1, β = γ = δ = 0 multi-star ãñÜöçìá [93, 107℄
m ≥ 1, êá�Üëëçëï α 6= 0, β = γ = δ = 0 multi-omplete/star ãñÜöçìá [24℄�ßíáêáò 5.1: ÕðïêëÜóåéò �ùí omplete-planet ãñáöçìÜ�ùí.�áñÜìå�ñïé m, ℓ, α, β, γ, δ Star-planet ãñÜöçìá Gs ÁíáöïñÜ
m ≥ 1, ℓ = 0 S1,m [9, 94℄
m ≥ 1, α(1) 6= 0, α(i) = 0 ∀ i 6= 1, β = γ = δ = 0 äÝí�ñá ìå äéÜìå�ñï d ≤ 4 [91℄�ßíáêáò 5.2: ÕðïêëÜóåéò �ùí star-planet ãñáöçìÜ�ùí.Ç åîáãùãÞ êëåéó�þí �ýðùí ãéá äéáöïñå�éêïýò �ýðïõò ãñáöçìÜ�ùí ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß ÷ñÞ-óéìç ó�çí áíáãíþñéóç åêåßíùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþí äÝ-í�ñùí. ÔÝ�ïéïõ åßäïõò ìåëÝ�ç Ý÷åé ðñáê�éêÝò óõíÝðåéåò ðïõ óõíäÝïí�áé ìå �çí áîéïðéó�ßá äéê�ýùí(äåß�å ãéá ðáñÜäåéãìá [84, 75, 99℄). Óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï, ðå�ý÷áìå åðßóçò, êáé áðï�åëÝóìá�áìåãéó�ïðïßçóçò ãéá �çí êëÜóç �ùí áó�åñïåéäÞ ãñáöçìÜ�ùí: áíáäåßîáìå �á omplete-planet êáéstar-planet ãñáöÞìá�á ðïõ åðéäÝ÷ïí�áé �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþí äÝí�ñùí. �á áðï�åëÝóìá�Üìáò ãåíéêåýïõí êáé åðåê�åßíïõí ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á ìåãéó�ïðïßçóçò ãéá �çí êëÜóç �ùímulti-star êáé �ùí multi-omplete/star ãñáöçìÜ�ùí [24℄.

K1 + P5 W7 K2 + 5K1Ó÷Þìá 5.2: ÏñéóìÝíá áó�åñïåéäÞ ãñáöÞìá�á.Ï õðïëïãéóìüò �çò ïñßæïõóáò �ïõ óõìðëçñùìá�éêïý óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðéíÜêùí öáßíå�áé ü�éåßíáé ìéá åíäéáöÝñïõóá êá�åýèõíóç ãéá �ïí êáèïñéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãéá�éò ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Kn −G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G êá�Ý÷åé ìéá Ýìöõ�ç óõììå-�ñßá. �éï óõãêåêñéìÝíá, ðïëëÜ áðü �á ãíùó�Ü áðï�åëÝóìá�á [9℄ ðïõ ðñïÝêõøáí áðü åðé÷åéñÞìá�áóõíäõáó�éêÞò, ìðïñïýí åýêïëá íá áðïäåé÷�ïýí ÷ñçóéìïðïéþí�áò ðáñüìïéåò �å÷íéêÝò ìå áõ�Ýò ðïõ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï. ÅðéðëÝïí, Üëëá áðï�åëÝóìá�á ðïõ ðáñïõóéÜó�çêáí ó�á[24, 93, 94, 107℄ Ýðïí�áé þò óõíÝðåéåò �ùí èåùñçìÜ �ùí ìáò ðïõ áðïäåßîáìå óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï.�éï åéäéêÜ, ðïëëÜ ãñáöÞìá�á ìðïñïýí íá åîá÷èïýí ùò óõãêåêñéìÝíåò ðåñéð�þóåéò �ùí áó�åñïåéäÞãñáöçìÜ�ùí, ðïõ åîáñ�þí�áé áðü �ï sun-ãñÜöçìá êáé �éò �éìÝò �ùí äéáíõóìÜ�ùí êëßêáò, áó�åñéïý,81



ìïíïðá�éïý, êáé êýêëïõ. �éá ðáñÜäåéãìá, äïèÝí�ïò åíüò omplete-planet ãñáöÞìá�ïò ìå ãñÜöçìá
Km êáé äéáíýóìá�á α, β, γ, δ, êáé èÝ�ïí�áò m = 1, γ(5) = 1, γ(j) = 0 ãéá üëá �á j 6= 5, êáé
α = β = δ = 0, ðáßñíïõìå �ï ãñÜöçìá K1 + P5, êáé ü�áí èÝ�ïõìå m = 1, δ(k) = 1, δ(j) = 0ãéá üëá �á j 6= k, êáé α = β = γ = 0, ðáßñíïõìå �ï ãñÜöçìá �ñü÷ï (wheel graph) Wk+1 (äåß�åÓ÷Þìá 5.2). ¸íáò êá�Üëïãïò �Ý�ïéùí áðï�åëåóìÜ�ùí ðáñïõóéÜæå�áé ó�ïõò �ßíáêåò 5.1 êáé 5.2.
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ÊåöÜëáéï 6�ëÞèïò Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí óåÊá�çãïñßåò �ñáöçìÜ�ùí �çòÌïñöÞò Km
n ±G

6.1 ÅéóáãùãÞ6.2 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò êáé Ïñéóìïß6.3 Ôá Km
n ±G �ñáöÞìá�á6.4 Ôá K
(m)
n ±G �ñáöÞìá�á6.5 ÊëÜóåéò �ñáöçìÜ�ùí6.6 ÓõìðåñÜóìá�á

6.1 ÅéóáãùãÞ¸íá óêåëå�éêü äÝí�ñï (spanning tree) åíüò óõíåê�éêïý ìç-êá�åõèõíüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáéÝíá (n − 1)-áêìþí óõíåê�éêü õðïãñÜöçìÜ �ïõ. Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñá-öÞìá�ïò (äéê�ýïõ) G, êáëåß�áé åðßóçò ðïëõðëïêü�ç�á (omplexity) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G [10℄, åßíáéÝíá óçìáí�éêü, åõñÝùò ãíùó�ü, ðñüâëçìá ó�çí èåùñßá ãñáöçìÜ�ùí êáé åìöáíßæå�áé óå Ýíá ðëÞ-èïò åöáñìïãþí. Ïé ðéï áîéïóçìåßù�åò ðåñéï÷Ýò åöáñìïãþí åßíáé ç áîéïðéó�ßá äéê�ýùí [84, 99℄,ï õðïëïãéóìüò �çò óõíïëéêÞò áí�ßó�áóçò ìå�áîý ìéáò áêìÞò óå Ýíá çëåê�ñéêü äßê�õï (eletrialnetwork) [13℄, áðáñßèìçóç óõãêåêñéìÝíùí ÷çìéêþí ó�ïé÷åßùí [20℄, êáé áðáñßèìçóç �ùí Eulerianêýêëùí (iruits) óå Ýíá ãñÜöçìá [47℄.ÅðïìÝíùò, �üóï ãéá èåùñç�éêïýò üóï êáé ãéá ðñáê�éêïýò óêïðïýò, åíäéáöåñüìáó�å ãéá �çíåîáãùãÞ ìáèçìá�éêþí �ýðùí ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñá-öÞìá�ïò G, üðùò åðßóçò êáé ãéá �ï Kn-óõìðëÞñùìá (Kn-omplement) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. åÜí �ïãñÜöçìá G åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ ðëÞñåò ãñáöÞìá�ïò Kn, �ü�å �ï Kn-óõìðëÞñùìá �ïõ ãñá-öÞìá�ïò G, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå Kn−G, ïñßæå�áé ùò �ï ãñÜöçìá ðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ï ãñÜöçìá
Kn äéáãñÜöïí�áò �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G (óçìåéþó�å ü�é, åÜí �ï ãñÜöçìá G Ý÷åé n êïñõöÝò,83



�ü�å �ï ãñÜöçìá Kn −G óõìðßð�åé ìå �ï ãñÜöçìá G, äçë. �ï óõìðëÞñùìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G).�ïëëÝò ðåñéð�þóåéò Ý÷ïõí ìåëå�çèåß ðïõ åîáñ�þí�áé áðü �çí åðéëïãÞ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. ¸÷åéìåëå�çèåß ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá åðéãñáöüìåíï ìïñéáêü ãñÜöçìá (labelled moleular graph)[20℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (omplete multipartite graph) [107℄,ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá êõêëéêü ãñÜöçìá (irulant graph) [42, 109℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáéÝíáò êõâéêüò êáé �å�ñáäéêüò êýêëïò (ubi-quadruple yle graph) [108℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáéÝíá threshold ãñÜöçìá [46℄, ü�áí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá quasi-threshold ãñÜöçìá [91℄ êáé ÜëëåòðïëëÝò ðåñéð�þóåéò (äåß�å �ï âéâëßï �ïõ Berge [9℄ ãéá ìéá Ýêèåóç �ùí âáóéêþí áðï�åëåóìÜ�ùí .äåß�å åðßóçò [24, 67, 93, 91, 94, 100, 106, 107℄).Óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï, åðåê�åßíïõìå �çí ðñïçãïýìåíç Ýííïéá êáé ëáìâÜíïõìå õð' üøéí ãñáöÞìá�áðïõ åðÜãïí�áé áðü �ï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá (omplete multigraph) Km
n äéáãñÜöïí�áò ðïëëáðëÝòáêìÝò . óõìâïëßæïõìå ìå Km

n �ï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé áêñéâþò m áêìÝò íáåíþíïõí êÜèå æåýãïò �ùí êïñõöþí. Âáóéæüìåíïé ó�éò éäéü�ç�åò �ïõ Kirhho� ðßíáêá, ðïõ åðé�ñÝðåé�ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãéá Ýíá ïðïéïäÞðï�å ãñÜöçìá, åîÜãïõìå Ýíáí�ýðï ùò ìéá óõíÜñ�çóç ìéáò ïñßæïõóáò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí�ïõ ãñáöÞìá�ïò Km
n −G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ Km

n , êáé, åðïìÝíùò, åßíáéÝíá ðïëõãñÜöçìá. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é, åÜí m = 1 �ü�å �ï ãñÜöçìá Km
n −G óõìðßð�åé ìå �ïãñÜöçìá Kn −G.Åðßóçò èåùñïýìå ãñáöÞìá�á ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �ï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km

n ðñïóèÝ�ïí�áòðïëëáðëÝò áêìÝò óå áõ�ü. �éï óõãêåêñéìÝíá, èåùñïýìå ðïëõãñáöÞìá�á �çò ìïñöÞò Km
n + Gðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �ï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km

n ðñïóèÝ�ïí�áò Ýíá óýíïëï áêìþí (�ïõ ãñáöÞìá-�ïò Km
n ) ðïõ åðÜãïõí �ï ãñÜöçìá G. Êáé óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, âáóéæüìåíïé ó�éò éäéü�ç�åò �ïõKirhho� ðßíáêá, åîÜãïõìå Ýíáí �ýðï ùò ìéá óõíÜñ�çóç ìéáò ïñßæïõóáò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò Km

n +G. ¼óï ãíùñßæïõìå ìÝ÷ñéò ó�éãìÞò, äåíõðÜñ÷ïõí ðïëëÜ ãíùó�Ü áðï�åëÝóìá�á ãéá �ïí áñéèìü τ(Km
n + G). Ï Bedrosian ó�çí åñãáóßá [8℄èåþñçóå �ïí áñéèìü τ(Kn + G) ãéá êÜðïéïõò áðëïýò ó÷çìá�éóìïýò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, äçëáäÞ,ü�áí �ï ãñÜöçìá G ó÷çìá�ßæåé Ýíáí êýêëï, Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá, Þ ü�áí �ï óýíïëï êïñõöþí �ïõåßíáé áñêå�Ü ìéêñü. �éï ðñüóöá�á, ïé Golin et al. [42℄ áðÝäåéîáí Ýíáí êëåéó�ü �ýðï ãéá �ïí áñéèìü

τ(Kn +G) ÷ñçóéìïðïéþí�áò Chebyshev ðïëõþíõìá, ðïõ åéóÞ÷èçóáí [12℄, ãéá �çí ðåñßð�ùóç üðïõ�ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá êõêëéêü (irulant) ãñÜöçìá.Óõìâïëßæïõìå ìå Km
n ±G �çí ïéêïãÝíåéá �ùí ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Km

n +G êáé Km
n −G, êáéåîÜãïõìå Ýíáí �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò τ(Km

n ±G). Åðéðñüóèå�á, âáóéæüìåíïé óå áõ�Ü �á áðï�åëÝóìá�á,ãåíéêåýïõìå �ïõò �ýðïõò ìáò êáé åðåê�åßíïõìå �çí ïéêïãÝíåéá �ùí ãñáöçìÜ�ùí Km
n ±G ó�çí ðéïãåíéêÞ ïéêïãÝíåéá ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò K

(m)
n ±G, üðïõ K

(m)
n åßíáé �ï ðëÞñç õðïãñÜöçìá ìå

n êïñõöÝò êáé �ïõëÜ÷éó�ïí m ≥ 1 áêìÝò íá åíþíïõí êÜèå æåýãïò êïñõöþí.Âáóéæüìåíïé ó�á áðï�åëÝóìá�Ü ìáò {äçëáäÞ, �ïõò �ýðïõò ùò ðñïò �çí óõíÜñ�çóç ìéáò ïñß-æïõóáò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �çò ïéêïãÝíåéáò �ùí ãñáöçìÜ�ùí τ(Km
n ±G), êáé÷ñçóéìïðïéþí�áò êëáóéêÝò áëãåâñéêÝò �å÷íéêÝò, ãåíéêåýïõìå ãíùó�ïýò êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �ïðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí áðëþí ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Kn −G. ÓõãêåêñéìÝíá, áðïäåé-êíýïõìå êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(Km

n ± G), ó�çí ðåñßð�ùóçðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé (i) Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (omplete multipartite graph), êáé (ii)Ýíá multi-star ãñÜöçìá.Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå ü�é ïé ðñï�åéíüìåíïé �ýðïé åêöñÜæïõí �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí
τ(Km

n ± G) ùò ìéá óõíÜñ�çóç ìéáò ïñßæïõóáò åíüò ðßíáêá ðïõ ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß åýêïëááðü �çí ó÷Ýóç ãåé�íßáóçò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. Ôá áðï�åëÝóìá�Ü ìáò ãåíéêåýïõí ðñïçãïýìåíááðï�åëÝóìá�á êáé åðåê�åßíïõí �çí ïéêïãÝíåéá �ùí ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Km
n ±G ðïõ åðéäÝ÷ïí�áé�ýðïõò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí. 84



Ôï êåöÜëáéï åßíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Ó�çí äåý�åñç åíü�ç�á åäñáéþíïõìå �çí óçìåéïãñáößáêáé �çí ïñïëïãßá ìáò, êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á. Ó�çí �ñß�ç åíü�ç�á ðá-ñïõóéÜæïõìå �á áðï�åëÝóìá�á ðïõ Ý÷ïõìå ãéá �á ãñáöÞìá�á Km
n ±G, åíþ ó�çí �Ý�áñ�ç åíü�ç�áðáñïõóéÜæïõìå �á áðï�åëÝóìá�Ü ìáò ãéá �á ãñáöÞìá�á K

(m)
n ± G. Ó�çí ðÝìð�ç åíü�ç�á åöáñ-ìüæïõìå �á áðï�åëÝóìá�Ü ìáò Ý�óé þó�å íá áðïê�Þóïõìå êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �á ãñáöÞìá�á

Km
n ± G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá êáé Ýíá multi-star ãñÜöçìá,áí�ßó�ïé÷á. ÔÝëïò, ó�çí Ýê�ç åíü�ç�á óõíïøßæïõìå �ï êåöÜëáéï êáé ðáñáèÝ�ïõìå ðéèáíÝò åðåê�Ü-óåéò.6.2 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò êáé ÏñéóìïßÈåùñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êá�åõèõíüìåíá áðëÜ ãñáöÞìá�á êáé ðïëõãñáöÞìá�á ÷ùñßò âñü÷ïõò(áíáêýêëùóç) . ç óçìåéïëïãßá ðïëõãñÜöçìá (multigraph) ÷ñçóéìïðïéåß�áé ü�áí ðïëëáðëÝò áêìÝòåðé�ñÝðïí�áé óå Ýíá ãñÜöçìá. �éá Ýíá ãñÜöçìá G, óõìâïëßæïõìå ìå V (G) êáé E(G) �ï óýíïëïêïñõöþí êáé óýíïëï áêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, áí�ßó�ïé÷á.Ç ðïëëáðëü�ç�á (multipliity) åíüò æåýãïò êïñõöþí (v, u) åíüò ãñáöÞìá�ïò G, äçëþíå�áé ìå

ℓG(vu), êáé åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí áêìþí ðïõ åíþíïõí �éò êïñõöÝò v êáé u ó�ï ãñÜöçìá G. ÇåëÜ÷éó�ç ðïëëáðëü�ç�á ìå�áîý üëùí �ùí æåýãùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G óõìâïëßæå�áé ìå
λ(G) åíþ ï óõìâïëéóìüò Λ(G) åßíáé ï ìÝãéó�ïò �Ý�ïéïò áñéèìüò. ¸�óé, åÜí λ(G) > 0, �ü�å êÜèåæåýãïò êïñõöþí ó�ï ãñÜöçìá G åßíáé óõíäåäåìÝíï ìå �ïõëÜ÷éó�ïí λ(G) áêìÝò . åÜí Λ(G) = 1,�ü�å �ï ãñÜöçìá G äåí ðåñéÝ÷åé ðïëëáðëÝò áêìÝò, äçëáäÞ, �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá áðëü (simple)ãñÜöçìá (óçìåéþó�å ü�é Ýíá áðëü ãñÜöçìá Þ Ýíá ðïëõãñÜöçìá äåí ðåñéÝ÷åé áíáêõêëþóåéò). Ïâáèìüò ìéáò êïñõöÞò v åíüò ãñáöÞìá�ïò G, óõìâïëßæå�áé ìå dG(v), êáé åêöñÜæåé �ï ðëÞèïò �ùíáêìþí ðïõ ðñüóêåéí�áé ó�çí êïñõöÞ v ó�ï ãñÜöçìá G. Ï åëÜ÷éó�ïò âáèìüò ìå�áîý üëùí �ùíêïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G óõìâïëßæå�áé ìå δ(G) åíþ ìå ∆(G) óõìâïëßæïõìå �ï ìÝãéó�ï �Ý�ïéïáñéèìü.Óõìâïëßæïõìå ìå K

(m)
n �ï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé ìå λ(K

(m)
n ) = m, üðïõ

m ≥ 1 . äçëáäÞ, �ï ãñÜöçìá K
(m)
n Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí m ≥ 1 áêìÝò ðïõ åíþíïõí êÜèå æåýãïò �ùíêïñõöþí �ïõ. ¸íá ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá (omplete multigraph) ìå n êïñõöÝò êáé áêñéâþò máêìÝò íá åíþíïõí êÜèå æåýãïò �ùí êïñõöþí �ïõ ïíïìÜæå�áé m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá (m-ompletemultigraph) êáé óõìâïëßæå�áé ìå Km

n . ¸�óé, ãéá �ï m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km
n Ý÷ïõìå ü�é

λ(Km
n ) = Λ(Km

n ) = m êáé δ(Km
n ) = ∆(Km

n ) = (n−1)m. Óçìåéþó�å ü�é, �ï 1-ðëÞñåò ðïëõãñÜöç-ìá åßíáé �ï ãñÜöçìá Kn. Åî' ïñéóìïý, êÜèå ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K
(m)
n ðåñéÝ÷åé Ýíá õðïãñÜöçìáéóüìïñöï ìå Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km

n .¸ó�ù Ýíá ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K
(m)
n êáé Ýó�ù C íá åßíáé Ýíá óýíïëï �ùí áêìþí �ïõ ãñáöÞ-ìá�ïò K

(m)
n �Ý�ïéï þó�å �ï ãñÜöçìá ðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ï ãñÜöçìá K

(m)
n äéáãñÜöïí�áò �éò áêìÝò�ïõ óõíüëïõ C åßíáé Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km

n
. �ï ãñÜöçìá ðïõ åðÜãå�áé áðü �éò áêìÝò �ïõóõíüëïõ C ïíïìÜæå�áé Ýíá ÷áñáê�çñéó�éêü (harateristi) ãñÜöçìá �ïõ K

(m)
n êáé óõìâïëßæå�áéìåH(K

(m)
n ). Åî' ïñéóìïý, Ýíá ÷áñáê�çñéó�éêü ãñÜöçìáH(K

(m)
n ) äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá áðïìïíùìÝíçêïñõöÞ.¸ó�ù äýï ðïëõãñáöÞìá�á G êáé H . Ôï ãñÜöçìá G + H åßíáé ïñéóìÝíï ùò åîÞò:

V (G + H) = V (G) ∪ V (H)êáé
vu ∈ E(G + H) ⇐⇒ vu ∈ E(G) Þ vu ∈ E(H).Áðü �ïí ïñéóìü, êáé �á äýï ãñáöÞìá�á G êáé H åßíáé õðïãñáöÞìá�á �ïõ G + H . ÅðéðëÝïí, åÜí

v, u ∈ V (G) ∩ V (H), �ü�å ℓG+H(vu) = ℓG(vu) + ℓH(vu).85



¸ó�ù äýï ðïëõãñáöÞìá�á G êáé H �Ý�ïéá þó�å E(H) ⊆ E(G). Ôï ãñÜöçìá G−H ïñßæå�áéùò �ï ãñÜöçìá ðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ï ãñÜöçìá G äéáãñÜöïí�áò �éò áêìÝò �ïõ H .¸÷ïí�áò ïñßóåé �á ãñáöÞìá�á G + H êáé G − H , åßíáé åýêïëï íá äåßîåé êáíåßò ü�é K
(m)
n =

Km
n + H(K

(m)
n ) êáé Km

n = K
(m)
n − H(K

(m)
n ). �éï ãåíéêÜ, H(K

(m)
n ) 6= K

(m)
n − Km

n
. ç éóü�ç�áéó÷ýåé ü�áí �ï ãñÜöçìá H(K

(m)
n ) Ý÷åé n êïñõöÝò.Ï ðßíáêáò ãåé�íßáóçò (adjaeny matrix) åíüò ðïëõãñáöÞìá�ïò G ìå n êïñõöÝò, ðïõ óõìâï-ëßæå�áé ìå A(G), åßíáé Ýíáò n × n ðßíáêáò ìå äéáãþíéá ó�ïé÷åßá A(G)[i, i] = 0 êáé ìç-äéáãþíéáó�ïé÷åßá A(G)[i, j] = ℓG(vivj). Ï ðßíáêáò âáèìþí (degree matrix) �ïõ ðïëõãñáöÞìá�ïò G, ðïõóõìâïëßæå�áé ìå D(G), åßíáé Ýíáò n × n ðßíáêáò ìå äéáãþíéá ó�ïé÷åßá D(G)[i, i] = dG(vi) êáéìç-äéáãþíéá ó�ïé÷åßá D(G)[i, j] = 0. ÌÝóá óå üëï �ï êåöÜëáéï êåíÜ ó�ïé÷åßá ó�ïõò ðßíáêåòáíáðáñéó�ïýí ìçäåíéêÝò �éìÝò.�éá Ýíáí n×n ðßíáêá M , ï ij-åëÜóóùí (minor) µi

j åßíáé ç ïñßæïõóá �ïõ (n−1)×(n−1) ðßíáêáðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ïí ðßíáêá M äéáãñÜöïí�áò �çí ãñáììÞ i êáé �çí ó�Þëç j. Ï i-óõí�åëåó�Þò(ofator) éóïý�áé ìå µi
i. Ï Kirhho� ðßíáêáò (Kirhho� matrix) L(G) (åðßóçò ãíùó�üò ùò ïLaplaian ðßíáêáò (Laplaian matrix)) ãéá Ýíá ðïëõãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò åßíáé Ýíáò n × nðßíáêáò ìå ó�ïé÷åßá

L(G)[i, j] =

{

dG(vi) åÜí i = j,

−ℓG(vivj) áëëéþòüðïõ dG(vi) åßíáé ï âáèìüò �çò êïñõöÞò vi ó�ï ãñÜöçìá G êáé ℓG(vivj) åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí áêìþíðïõ åíþíïõí �éò êïñõöÝò vi êáé vj ó�ï ãñÜöçìá G. Ï ðßíáêáò L(G) åßíáé Ýíáò èå�éêÜ-ïñéóìÝíïòðßíáêáò, áöïý åßíáé Ýíáò óõììå�ñéêüò ðßíáêáò êáé Ý÷åé ìç-áñíç�éêÝò ðñáãìá�éêÝò éäéï�éìÝò. Óç-ìåéþó�å ü�é, L(G) = D(G)−A(G).Ôï Èåþñçìá �ïõ ðßíáêá-äÝí�ñïõ, Kirhho� (Kirhho� matrix tree theorem)[10℄ åßíáé Ýíá áðü�á ðéï ãíùó�Ü áðï�åëÝóìá�á ó�çí èåùñßá ãñáöçìÜ�ùí. �áñÝ÷åé Ýíáí �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò �ùíóêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G, óå ó÷Ýóç ìå �ïõò óõí�åëåó�Ýò (ofators) �ïõ Kirhho��ßíáêá. åßíáé ïñéóìÝíïò ùò åîÞò:Èåþñçìá 6.1 (Èåþñçìá �ïõ �ßíáêá-ÄÝí�ñïõ, Kirhho� [10, 47℄). �éá Ýíá ïðïéïäÞðï�åðïëõãñÜöçìá G ìå �ïí ðßíáêá L(G) ïñéóìÝíï üðùò ðñïçãïõìÝíùò, ïé óõí�åëåó�Ýò �ïõ ðßíáêá
L(G) Ý÷ïõí �çí ßäéá �éìÞ, êáé áõ�Þ ç �éìÞ åßíáé ßóç ìå �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(G)�ïõ ðïëõãñáöÞìá�ïò G.Ôï Èåþñçìá �ïõ �ßíáêá-ÄÝí�ñïõ ðáñÝ÷åé Ýíá äõíá�ü åñãáëåßï ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò
τ(G) �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G. �éá áõ�üí �ïí õðïëïãéóìü, ðñþ�á ó÷çìá�ß-æïõìå �ïí Kirhho� ðßíáêá L(G) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G êáé áðïê�Üìå �ïí (n − 1) × (n − 1) ðßíáêá
Li(G) áðü �ïí L(G) äéáãñÜöïí�áò �çí i-ó�Þ ãñáììÞ êáé ó�Þëç (�õ÷áßá), êáé �ü�å õðïëïãßæïõìå�çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá Li(G). Ç ðñÜîç �çò äéáãñáöÞò ìéáò ãñáììÞò êáé ìéáò ó�Þëçò áðü �ïíðßíáêá L(G) ìðïñåß íá öáßíå�áé êá�Ü êÜðïéï �ñüðï áõèáßñå�ç. �áñáðÝìðïõìå �ïí áíáãíþó�ç ó�ïâéâëßï [10℄ ãéá ðåñéóóü�åñåò ëåð�ïìÝñåéåò.Ôï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò G ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß áð' åõèåßáò(÷ùñßò �çí äéáãñáöÞ ïðïéáäÞðï�å ãñáììÞò Þ ó�Þëçò) ùò ðñïò Ýíáí ðßíáêá L′(G) ðáñüìïéï ìå�ïí Kirhho� ðßíáêá L(G), ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ï ãñÜöçìá G [103℄, Þ, åíáëëáê�éêÜ, ìðïñåß íáõðïëïãéó�åß ïñßæïí�áò Ýíá ÷áñáê�çñéó�éêü ðïëõþíõìï det (L(G)− xI) ðÜíù ó�ïí ðßíáêá L(G) .ç �åëåõ�áßá ðåñßð�ùóç ëáìâÜíåé õð' üøéí �ïí õðïëïãéóìü �ùí éäéï�éìþí �ïõ ðßíáêá L(G) (äåß�å[12, 20, 42, 99, 109℄).Ó�ç äéêÞ ìáò ìåëÝ�ç, åêöñÜæïõìå �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò �çòìïñöÞò Km

n ±G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ Km
n ìå p êïñõöÝò, óå ó÷Ýóç ìåÝíáí p× p ðßíáêá B(G) ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ï ãñÜöçìá G, êáé ü÷é óå ó÷Ýóç ìå Ýíáí n× n ðßíáêá

L(Km
n ±G) ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå ïëüêëçñï �ï ãñÜöçìá Km

n ±G.86



6.3 Ôá Km
n ±G �ñáöÞìá�áÓå áõ�Þí �çí åíü�ç�á, èåùñïýìå ãñáöÞìá�á ðïõ áðïê�ïýí�áé áðü �ï m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km

näéáãñÜöïí�áò Þ/êáé ðñïóèÝ�ïí�áò ðïëëáðëÝò áêìÝò. Åíäéáöåñüìáó�å ó�çí åîáãùãÞ �ýðùí ðïõâáóßæïí�áé ó�çí ïñßæïõóá ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò
Km

n −G êáé Km
n + G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ðïõ åðÜãå�áé áðü Ýíá óýíïëïáêìþí S ⊆ E(Km

n ).6.3.1 Ç �åñßð�ùóç Km
n −G¸ó�ù Ýíá ðïëõãñÜöçìá G ðïõ åðÜãå�áé áðü Ýíá óýíïëï áêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò Km

n . Áðïäåé-êíýïõìå �ýðïõò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò Km
n −G. �ï ãñÜöçìá GÝ÷åé p ≤ n êïñõöÝò êáé Λ(G) ≤ m.Ìå óêïðü íá õðïëïãßóïõìå �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(Km

n − G) êÜíïõìå ÷ñÞóç�ïõ ÈåùñÞìá�ïò 6.1. ÅðïìÝíùò, èåùñïýìå �ïí n× n Kirhho� ðßíáêá L = L(Km
n −G), ðïõ Ý÷åé�çí áêüëïõèç ìïñöÞ:

L =





















m(n− 1) −m · · · −m −m −m · · · −m

−m m(n− 1) · · · −m −m −m · · · −m... ... . . . ... ... ... ... ...
−m −m · · · m(n− 1) −m −m · · · −m

−m −m · · · −m m(n− 1)− dG(v1) −m + ℓG(vjvi)

−m −m · · · −m m(n− 1)− dG(v2)... ... · · ·
... . . .

−m −m · · · −m −m + ℓG(vivj) m(n− 1)− dG(vp)





















,
üðïõ dG(vi) åßíáé ï âáèìüò �çò êïñõöÞò vi ∈ G êáé ℓG(vivj) åßíáé ç ðïëëáðëü�ç�á �ùí êïñõöþí
vi êáé vj ó�ï ãñÜöçìá G. Ïé ðïóü�ç�åò �ùí ìç-äéáãùíßùí èÝóåùí (n − p + i, n − p + j) �ïõðßíáêá L åßíáé ßóá ìå −m + ℓG(vivj), 1 ≤ i, j ≤ p. Óçìåéþó�å ü�é, ïé ðñþ�åò n − p ãñáììÝòêáé ó�Þëåò �ïõ ðßíáêá L áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò n− p êïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ V (Km

n )− V (G) êáé, Ý�óé,Ý÷ïõí âáèìü m(n − 1) ó�ï ãñÜöçìá Km
n − G. Åöüóïí p ≤ n êáé Λ(G) ≤ m, ï ðßíáêáò L åßíáéÝíáò èå�éêÜ-ïñéóìÝíïò ðßíáêáò.¸ó�ù ï (n−1)× (n−1) ðßíáêáò L1 ðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ïí ðßíáêá L äéáãñÜöïí�áò �çí ðñþ�çãñáììÞ êáé ó�Þëç. Ôü�å, áðü �ï Èåþñçìá 6.1 Ý÷ïõìå ü�é

τ(Km
n −G) = det (L1).�éá íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá L1, ðñïóèÝ�ïõìå ìéá ãñáììÞ êáé ìéá ó�Þëç ó�ïíðßíáêá L1

. ï n × n ðßíáêáò ðïõ ðñïêýð�åé L′
1, Ý÷åé 1 ó�çí èÝóç (1, 1), −m ó�éò èÝóåéò (1, j),

2 ≤ j ≤ n, êáé 0 ó�éò èÝóåéò (i, 1), 2 ≤ i ≤ n. Åßíáé åýêïëï íá ðéó�ïðïéÞóåé êáíåßò, ü�é
det(L′

1) = det(L1). ¸�óé, ï n× n ðßíáêáò L′
1 Ý÷åé �çí áêüëïõèç ìïñöÞ:
87



L′
1 =





















1 −m · · · −m −m −m · · · −m

0 m(n− 1) · · · −m −m −m · · · −m... ... . . . ... ... ... ... ...
0 −m · · · m(n− 1) −m −m · · · −m

0 −m · · · −m m(n− 1)− dG(v1) −m + ℓG(vjvi)

0 −m · · · −m m(n− 1)− dG(v2)... ... · · ·
... . . .

0 −m · · · −m −m + ℓG(vivj) m(n− 1)− dG(vp)





















.
�ïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ðñþ�ç ãñáììÞ �ïõ �åëéêïý ðßíáêá L′

1 ìå −1 êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�éòõðüëïéðåò n− 1 ãñáììÝò. ÅðïìÝíùò, ç ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá L′
1 ìå�á�ñÝðå�áé ùò åîÞò:

det (L′
1) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −m · · · −m −m −m · · · −m

−1 mn... . . .
−1 mn

−1 mn− dG(v1) ℓG(vjvi)

−1 mn− dG(v2)... . . .
−1 ℓG(vivj) mn− dG(vp)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,
üðïõ ïé ðïóü�ç�åò �ùí ìç-äéáãùíßùí èÝóåùí (n − p + i, n − p + j) �ïõ ðßíáêá L′

1 åßíáé ßóåòìå ℓG(vivj), 1 ≤ i, j ≤ p. Óçìåéþó�å ü�é, ïé ðñþ�åò n − p ãñáììÝò �ïõ ðßíáêá L′
1 Ý÷ïõí ìç-ìçäåíéêÜ ó�ïé÷åßá ó�éò èÝóåéò (1, i) êáé (i, i), 2 ≤ i ≤ n − p. �áñá�çñïýìå ü�é �ï Üèñïéóìáüëùí �ùí ó�ïé÷åßùí óå êÜèå ãñáììÞ �ïõ ðßíáêá L′

1, åê�üò áðü �çí ðñþ�ç ãñáììÞ, åßíáé ßóï ìå
mn − 1 . Õðåíèõìßæïõìå ü�é, dG(vi) =

∑

1≤j≤p ℓG(vivj), ãéá êÜèå êïñõöÞ vi ∈ V (G). ¸�óé,ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáèå ó�Þëç �ïõ ðßíáêá L′
1 ìå 1

mn
êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ðñþ�ç ó�Þëç, êáéÝ÷ïõìå:

det (L′
1) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1
n
−m · · · −m −m −m · · · −m

0 mn... . . .
0 mn

0 mn− dG(v1) ℓG(vjvi)

0 mn− dG(v2)... . . .
0 ℓG(vivj) mn− dG(vp)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(6.1)
= m · (mn)n−p−2 · det (B),üðïõ B = mnIp − L(G) åßíáé Ýíáò p × p ðßíáêáò . åðéóçìÜíïõìå ü�é, L(G) åßíáé ï Kirhho�ðßíáêáò �ïõ ðïëõãñáöÞìá�ïò G êáé ãé' áõ�ü, L(G) = D(G)−A(G), üðïõ D(G) êáé A(G) åßíáé ïðßíáêáò âáèìþí êáé ï ðßíáêáò ãåé�íßáóçò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, áí�ßó�ïé÷á. Óõíïøßæïí�áò, Ý÷ïõìå�ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá. 88



ËÞììá 6.1. ¸ó�ù Km
n �ï m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò, êáé Ýó�ù G Ýíá ðïëõãñÜöçìáìå p êïñõöÝò �Ý�ïéï þó�å E(G) ⊆ E(Km

n ). Ôü�å,
τ(Km

n −G) = m · (mn)n−p−2 · det(B),üðïõ B = mnIp −L(G) åßíáé Ýíáò p× p ðßíáêáò, êáé L(G) åßíáé ï Kirhho� ðßíáêáò �ïõ ãñáöÞ-ìá�ïò G.Áîßæåé íá óçìåéþóïõìå ü�é, ãéá áðëÜ ãñáöÞìá�á Kn êáé G, �ï ËÞììá 6.1 åß÷å äéá�õðùèåß ðñþ�á áðü�ïí Moon ó�ï âéâëßï [82℄ êáé äéÜöïñïé óõããñáöåßò ìå ðïéêßëåò äéáöïñïðïéÞóåéò �ï ÷ñçóéìïðïßçóáíùò Ýíá êá�áóêåõáó�éêü åñãáëåßï ãéá íá áðïê�Þóïõí �ýðïõò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí�ùí ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Kn −G.6.3.2 Ç �åñßð�ùóç Km
n + GÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, åîÜãïõìå Ýíáí �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò

Km
n + G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ Km

n . Âáóéæüìåíïé ó�ï Èåþñçìá 6.1,êá�áóêåõÜæïõìå �ïí n × n Kirhho� ðßíáêá L = L(Km
n + G) ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ï ãñÜöçìá

Km
n + G. ìðïñåß íá Ý÷åé ðáñüìïéá ìïñöÞ üðùò ó�çí ðñïçãïýìåíç ðåñßð�ùóç Km

n −G. Ç äéáöïñÜâñßóêå�áé ó�ïí p × p õðïðßíáêá ðïõ ó÷çìá�ßæå�áé áðü �éò �åëåõ�áßåò p ãñáììÝò êáé ó�Þëåò �ïõðßíáêá L. �éï óõãêåêñéìÝíá, ï ðßíáêáò L Ý÷åé �çí áêüëïõèç ìïñöÞ:
L =





















m(n− 1) −m · · · −m −m −m · · · −m

−m m(n− 1)· · · −m −m −m · · · −m... ... . . . ... ... ... ... ...
−m −m · · ·m(n− 1) −m −m · · · −m

−m −m · · · −m m(n− 1) + dG(v1) −m− ℓG(vjvi)

−m −m · · · −m m(n− 1) + dG(v2)... ... · · ·
... . . .

−m −m · · · −m −m− ℓG(vivj) m(n− 1) + dG(vp)





















,
(6.2)üðïõ �á ó�ïé÷åßá ó�éò ìç-äéáãþíéåò èÝóåéò (n − p + i, n − p + j) �ïõ ðßíáêá L åßíáé ßóá ìå
−m− ℓG(vivj), 1 ≤ i, j ≤ p.Åßíáé åðüìåíï �þñá, íá åöáñìüóïõìå ìéá ðáñüìïéá �å÷íéêÞ ìå áõ�Þ ðïõ åöáñìüóáìå ãéá �ïíõðïëïãéóìü �çò ïñßæïõóáò �ïõ ðßíáêá L′

1 ó�çí ðåñßð�ùóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò Km
n − G. ¸�óé, ãéá�çí ðåñßð�ùóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò Km

n + G, ç ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá L′
1 �çò Åî. (6.1) ìå�á�ñÝðå�áé

det (L′
1) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1
n
−m · · · −m −m −m · · · −m

0 mn... . . .
0 mn

0 mn + dG(v1) −ℓG(vjvi)

0 mn + dG(v2)... . . .
0 −ℓG(vivj) mn + dG(vp)

∣
∣
∣
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∣
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∣
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∣
∣
∣
∣
∣
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∣
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= m · (mn)n−p−2 · det (B),üðïõ �á ó�ïé÷åßá ó�éò ìç-äéáãþíéåò èÝóåéò (n − p + i, n − p + j) �ïõ ðßíáêá L′
1, åßíáé ßóá ìå

−ℓG(vivj), 1 ≤ i, j ≤ p. ¸�óé, êá�áëÞãïõìå ó�ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.ËÞììá 6.2. ¸ó�ù Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km
n ìå n êïñõöÝò, êáé Ýó�ù �ï ãñÜöçìá G íáåßíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ìå p êïñõöÝò �Ý�ïéï þó�å E(G) ⊆ E(Km

n ). Ôü�å,
τ(Km

n + G) = m · (mn)n−p−2 · det(B),üðïõ B = mnIp + L(G) åßíáé Ýíáò p× p ðßíáêáò, êáé L(G) åßíáé ï Kirhho� ðßíáêáò �ïõ ãñáöÞ-ìá�ïò G.6.3.3 Ç �åíéêÞ �åñßð�ùóç Km
n ±GÓ�ç óõíÝ÷åéá åîÜãïõìå Ýíáí ãåíéêü �ýðï êáé ãéá �éò äýï ðñïçãïýìåíåò ðåñéð�þóåéò �ùí ãñáöçìÜ-�ùí Km

n + G êáé Km
n −G. �éá �ïí óêïðü áõ�ü, ïñßæïõìå ìéá ðáñÜìå�ñï α ùò åîÞò: (i) α = 1, ãéá�çí ðåñßð�ùóç Km

n + G, êáé (ii) α = −1, ãéá �çí ðåñßð�ùóç Km
n − G. Ìå Üëëá ëüãéá, α = ±1,óýìöùíá ìå �ï ãñÜöçìá Km

n ± G. Âáóéæüìåíïé ó�çí �éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ α óõìðåñáßíïõìå �ïáêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.Èåþñçìá 6.2. ¸ó�ù Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km
n ìå n êïñõöÝò, êáé Ýó�ù Ýíá ðïëõãñÜöçìá

G ìå p êïñõöÝò �Ý�ïéï þó�å V (G) ⊆ V (Km
n ) êáé E(G) ⊆ E(Km

n ). Ôü�å,
τ(Km

n ±G) = m · (mn)n−p−2 det(B),üðïõ B = mnIp + α · L(G) åßíáé Ýíáò p× p ðßíáêáò, α = ±1 óýìöùíá ìå �ï ãñÜöçìá Km
n ±G,êáé L(G) åßíáé ï Kirhho� ðßíáêáò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G.Ó�ï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ Km

n , êáé, ãé' áõ�ü, Ý÷åéðïëëáðëü�ç�á Λ(G) ≤ m. ¸ðå�áé ü�é �ï ãñÜöçìá Km
n + G Ý÷åé ðïëëáðëü�ç�á Λ(Km

n +G) ≤ 2m.�áñ' üëá áõ�Ü, ìðïñïýìå íá áðïöýãïõìå �ïí ðñïçãïýìåíï ðåñéïñéóìü ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ïõãñáöÞìá�ïò Km
n + G. Äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé êáíåßò ü�é ï ðßíáêáò L �çò Åîßóùóçò (6.2)ðáñáìÝíåé èå�éêÜ-ïñéóìÝíïò åöüóïí éó÷ýåé λ(G) ≥ 0. ¸�óé, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå �ï ãñÜöçìá

G íá åßíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ìå p êïñõöÝò �Ý�ïéï þó�å V (G) ⊆ V (Km
n ). Ôï áêüëïõèï èåþñçìáéó÷ýåé.Èåþñçìá 6.3. ¸ó�ù Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km

n ìå n êïñõöÝò, êáé Ýó�ù �ï ãñÜöçìá G íáåßíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ìå p êïñõöÝò �Ý�ïéï þó�å V (G) ⊆ V (Km
n ). Ôü�å,

τ(Km
n + G) = m · (mn)n−p−2 · det(B),üðïõ B = mnIp + L(G) åßíáé Ýíáò p× p ðßíáêáò, êáé L(G) åßíáé ï Kirhho� ðßíáêáò �ïõ ãñáöÞ-ìá�ïò G.6.4 Ôá K

(m)
n ±G �ñáöÞìá�áÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á áðïäåéêíýïõìå �ýðïõò âáóéóìÝíïõò ó�çí ïñßæïõóá ãéá �ï ðëÞèïò τ(K

(m)
n ±

G), üðïõ K
(m)
n åßíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá êáé G åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ K

(m)
n . �ñþ�áëáìâÜíïõìå õð' üøéí �ï ãñÜöçìá Km

n + G1 −G2 êáé ðáßñíïõìå Ýíáí �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò τ(Km
n +

G1−G2), êáé ó�ç óõíÝ÷åéá, áðïäåéêíýïõìå Ýíáí �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò τ(K
(m)
n ±G) ÷ñçóéìïðïéþí�áò�ï ãñÜöçìá Km

n + G1 −G2 êáé Ýíá ÷áñáê�çñéó�éêü ãñÜöçìá H(K
(m)
n ).90



6.4.1 Ç �åñßð�ùóç Km
n + G1 −G2Åäþ, èåùñïýìå ãñáöÞìá�á ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �ï m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km

n ðñïóèÝ�ïí�áòðïëëáðëÝò áêìÝò åíüò ãñáöÞìá�ïò G1 êáé áöáéñþí�áò ðïëëáðëÝò áêìÝò áðü Ýíá ãñÜöçìá G2.¸ó�ù Ýíá ðïëõãñÜöçìá G1 ìå p1 êïñõöÝò, �Ý�ïéï þó�å V (G1) ⊆ V (Km
n ), êáé Ýó�ù G2 ÝíáðïëõãñÜöçìá ìå p2 êïñõöÝò, �Ý�ïéï þó�å V (G2) ⊆ V (Km

n ) êáé E(G2) ⊆ E(Km
n + G1). Óå áõ�Þ�çí ðåñßð�ùóç, åðéêåí�ñþíïõìå �ï åíäéáöÝñïí ìáò ó�ï ãñÜöçìá Km

n + G1 − G2, ðïõ áðïê�Ü�áéáðü �ï m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km
n ðñïóèÝ�ïí�áò �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G1, êáé ó�ç óõíÝ÷åéá,áöáéñþí�áò áðü �ï ðñïêýð�ùí ãñÜöçìá Km

n + G1 �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G2
. äçëáäÞ, Km

n +

G1 −G2 = (Km
n + G1)−G2.Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ü�é, (Km

n +G1)−G2 6= Km
n +(G1−G2) åöüóïí, ó�ç ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç,�ï ãñÜöçìá G2 äåí åßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G1. ÅðéðëÝïí, V (G1) 6= V (G2).�éá �ï æåõãÜñé �ùí ðïëõãñáöçìÜ�ùí (G1, G2) ïñßæïõìå �á union-stable ãñáöÞìá�á G∗

1 êáé
G∗

2 �ïõ æåýãïõò (G1, G2) ùò åîÞò: G∗
1 åßíáé �ï ðïëõãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ï ãñÜöçìá G1ðñïóèÝ�ïí�áò ó�ï óýíïëï êïñõöþí V (G1) �éò êïñõöÝò áðü �ï óýíïëï V (G2)−V (G1) êáé G∗

2 åßíáé�ï ðïëõãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ï ãñÜöçìá G2 ðñïóèÝ�ïí�áò ó� óýíïëï êïñõöþí V (G2) �éòêïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ V (G1)− V (G2). ¸�óé, åî' ïñéóìïý V (G∗
1) = V (G∗

2).Áðü �ïí ïñéóìü ëïéðüí, êáé �á äýï ãñáöÞìá�á G∗
1 êáé G∗

2 åßíáé ðïëõãñáöÞìá�á ìå p = |V (G1)∪

V (G2)| êïñõöÝò, ìå �ïõëÜ÷ó�ïí p − p1 êáé p − p2 áðïìïíùìÝíåò êïñõöÝò, áí�ßó�ïé÷á. Åöüóïí
Km

n +G∗
1−G∗

2 = Km
n +G1−G2, åðéêåí�ñþíïõìå �ï åíäéáöÝñïí ìáò ó�ï ãñÜöçìá Km

n +G∗
1−G∗

2.Âáóéæüìåíïé ó�ï Èåþñçìá 6.1, êá�áóêåõÜæïõìå �ïí n × n Kirhho� ðßíáêá L = L(Km
n +

G∗
1 − G∗

2) ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ï ãñÜöçìá Km
n + G∗

1 − G∗
2
. åßíáé ðáñüìïéïò ìå �çí ðåñßð�ùóç �ïõãñáöÞìá�ïò Km

n ±G. Ç äéáöïñÜ Ýãêåé�áé ó�ïí p×p õðïðßíáêá ðïõ ó÷çìá�ßæå�áé áðü �éò �åëåõ�áßåò
p ãñáììÝò êáé ó�Þëåò �ïõ ðßíáêá L, üðïõ p = |V (G1) ∪ V (G2)|. �éï óõãêåêñéìÝíá, ï ðßíáêáò LÝ÷åé �çí áêüëïõèç ìïñöÞ:
L =





















m(n− 1) −m · · · −m −m −m · · · −m

−m m(n− 1) · · · −m −m −m · · · −m... ... . . . ... ... ... ... ...
−m −m · · ·m(n− 1) −m −m · · · −m

−m −m · · · −m B′(G∗
1, G

∗
2)[1, 1] B′(G∗

1, G
∗
2)[j, i]

−m −m · · · −m B′(G∗
1, G

∗
2)[2, 2]... ... · · ·

... . . .
−m −m · · · −m B′(G∗

1, G
∗
2)[i, j] B′(G∗

1, G
∗
2)[p, p]





















,
üðïõ ï p× p õðïðßíáêáò B′(G∗

1, G
∗
2) Ý÷åé ó�ïé÷åßá

B′(G∗
1, G

∗
2)[i, j] =

{

m(n− 1) + dG∗
1
(vi)− dG∗

2
(vi) åÜí i = j,

−m− ℓG∗
1
(vivj) + ℓG∗

2
(vivj) áëëéþò.Óçìåéþíïõìå ü�é �á ℓG∗

1
(vivj) êáé ℓG∗

2
(vivj) åßíáé �á ðëÞèç �ùí áêìþí ìå�áîý �ùí êïñõöþí vi êáé

vj ó�ï ãñÜöçìá G∗
1 êáé ó�ï ãñÜöçìá G∗

2, áí�ßó�ïé÷á. Ïé ðïóü�ç�åò dG∗
1
(vi) êáé dG∗

2
(vi), 1 ≤ i ≤ p,åêöñÜæïõí �ïí âáèìü �çò êïñõöÞò vi ó�ï ãñÜöçìá G∗

1 êáé ó�ï ãñÜöçìá G∗
2, áí�ßó�ïé÷á. Áîßæåéíá óçìåéùèåß ü�é, V (G∗

1) = V (G∗
2).Åßíáé åðüìåíï �þñá íá åöáñìüóïõìå ìéá ðáñüìïéá �å÷íéêÞ ìå áõ�Þ ðïõ åöáñìüóáìå ãéá �ïíõðïëïãéóìü �çò ïñßæïõóáò �ïõ ðßíáêá L′

1 ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ åß÷áìå �ï ãñÜöçìá Km
n −G. ¸�óé,ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò Km

n + G∗
1 − G∗

2, ç ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá L′
1 �çò Åî. (6.1)ìå�á�ñÝðå�áé 91



det (L′
1) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
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1
n
−m · · · −m −m −m · · · −m

0 mn... . . .
0 mn

0 B(G∗
1, G

∗
2)[1, 1] B(G∗

1, G
∗
2)[j, i]

0 B(G∗
1, G

∗
2)[2, 2]... . . .

0 B(G∗
1, G

∗
2)[i, j] B(G∗

1, G
∗
2)[p, p]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
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∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= m · (mn)n−p−2 · det (B(G∗
1, G

∗
2)),üðïõ ï p× p õðïðßíáêáò B(G∗

1, G
∗
2) Ý÷åé ó�ïé÷åßá

B(G∗
1, G

∗
2)[i, j] =

{

mn + dG∗
1
(vi)− dG∗

2
(vi) åÜí i = j,

−ℓG∗
1
(vivj) + ℓG∗

2
(vivj) áëëéþò.Åöüóïí B(G∗

1, G
∗
2) = mnIp + L(G∗

1) − L(G∗
2), èÝ�ïõìå ìå B = B(G∗

1, G
∗
2) êáé áðïê�ïýìå �ïáêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.Èåþñçìá 6.4. ¸ó�ù Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá Km

n ìå n êïñõöÝò, êáé Ýó�ù G1, G2 äýïðïëõãñáöÞìá�á �Ý�ïéá þó�å V (G1) ⊆ V (Km
n ) êáé E(G2) ⊆ E(Km

n + G1). Ôü�å,
τ(Km

n + G1 −G2) = m · (mn)n−p−2 det(B),üðïõ p = |V (G1) ∪ V (G2)|, B = mnIp + L(G∗
1) − L(G∗

2) åßíáé Ýíáò p × p ðßíáêáò, L(G∗
1) êáé

L(G∗
2) åßíáé ïé Kirhho� ðßíáêåò �ùí union-stable ãñáöçìÜ�ùí G∗

1 êáé G∗
2 �ïõ æåýãïõò (G1, G2),áí�ßó�ïé÷á.6.4.2 Ç �åíéêÞ �åñßð�ùóç K

(m)
n ±G¸ó�ù K

(m)
n Ýíá ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé Ýó�ù G Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò

K
(m)
n . Èá äåßîïõìå ü�é �ï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ðáñÝ÷åé �çí âáóéêÞ éäÝá êáé áðï�åëåß �ï êëåéäßãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò τ(K

(m)
n ±G), üðïõ K

(m)
n ±G åßíáé �ï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé áðü�ï ãñÜöçìá K

(m)
n ðñïóèÝ�ïí�áò Þ áöáéñþí�áò �éò áêìÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. Åöüóïí λ(K

(m)
n ) > 0,Ý÷ïõìå ü�é K

(m)
n = Km

n +H(K
(m)
n ), üðïõ H(K

(m)
n ) åßíáé Ýíá ÷áñáê�çñéó�éêü ãñÜöçìá �ïõ K

(m)
n .Ôü�å, Ý÷ïõìå ü�é

K(m)
n ±G = Km

n +H(K(m)
n )±G.Ç ðñüóèåóç �ùí áêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ó�ï ãñÜöçìá K

(m)
n , åðÜãåé ü�é K

(m)
n + G = Km

n + G′,üðïõ �ï ãñÜöçìá G′ = H(K
(m)
n ) + G. ¸�óé, ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò τ(K

(m)
n + G)ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå �ï Èåþñçìá 6.3. Áðü �çí Üëëç, ãéá �çí ðåñßð�ùóç �çò áöáßñåóçò �ùíáêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G áðü �ï ãñÜöçìá K

(m)
n , ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò τ(K

(m)
n −G)ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå �ï Èåþñçìá 6.4, áöïý K

(m)
n −G = Km

n +H(K
(m)
n )−G. Óõíïøßæïí�áòÝ÷ïõìå �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.ËÞììá 6.3. ¸ó�ù Ýíá ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K

(m)
n ìå n êïñõöÝò êáéH(K

(m)
n ) Ýíá ÷áñáê�çñéó�éêüãñÜöçìá �ïõ K

(m)
n , êáé Ýó�ù G Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ K

(m)
n . Ôü�å,

τ(K(m)
n ±G) = m · (mn)n−p−2 det(B),üðïõ p = |V (H(K

(m)
n ))∪ V (G)|, B = mnIp + L(H(K

(m)
n )∗)±L(G∗) åßíáé Ýíáò p× p ðßíáêáò êáé

L(H(K
(m)
n )∗) êáé L(G∗) åßíáé ïé Kirhho� ðßíáêåò �ùí union-stable ãñáöçìÜ�ùí H(K

(m)
n )∗ êáé

G∗ �ïõ æåýãïõò (H(K
(m)
n ), G), áí�ßó�ïé÷á. 92



Óçìåéþó�å ü�é èåùñïýìå �á ãñáöÞìá�á K
(m)
n ±G êáé ãé' áõ�ü �ïí ëüãï �ï ãñÜöçìá G ðñÝðåé íáåßíáé Ýíá õðïãñÜöçìá �ïõ K

(m)
n . �áñ' üëá áõ�Ü üìùò ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ Ý÷ïõìå �ï ãñÜöçìá

K
(m)
n + G graph, ðáñüìïéá ìå �ï Èåþñçìá 6.3, åßíáé ðñïöáíÞò ü�é �ï ãñÜöçìá G ìðïñåß íá åßíáéÝíá ãñÜöçìá ðïõ åðÜãå�áé áðü ïðïéïäÞðï�å óýíïëï �ùí áêìþí ðïõ åíþíïõí �éò êïñõöÝò �ïõãñáöÞìá�ïò K

(m)
n .6.5 ÊëÜóåéò �ñáöçìÜ�ùíÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, ãåíéêåýïõìå ãíùó�ïýò êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþíäÝí�ñùí ãéá ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Kn −G. ¼ðùò áíáöÝñèçêå ó�çí åéóáãùãÞ �ïõêåöáëáßïõ õðÜñ÷ïõí ðïëëÝò ðåñéð�þóåéò ãéá �ï ðëÞèïò τ(Kn−G), ðïõ åîåñ�Ü�áé áðü �çí åðéëïãÞ�ïõ ãñáöÞìá�ïò G. Ï óêïðüò áõ�Þò �çò åíü�ç�áò åßíáé íá áðïäåßîåé êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �ïðëÞèïò τ(Km

n ±G), åöáñìüæïí�áò ðáñüìïéåò �å÷íéêÝò ìå áõ�Ýò ãé �çí ðåñßð�ùóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò
Kn−G. ¸�óé åîÜãïõìå êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(Km

n ±G), ãéá�éò ðåñéð�þóåéò üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé (i) Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá, êáé (ii) Ýíá multi-starãñÜöçìá.6.5.1 �ëÞñåò �ïëõìåñÞ �ñáöÞìá�á¸íá ãñÜöçìá ëÝãå�áé ü�é åßíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ (omplete multipartite) (Þ ðëÞñç k-ìåñÝò) åÜíõðÜñ÷åé ìéá äéáìÝñéóç �ïõ óõíüëïõ êïñõöþí �ïõ Ý�óé þó�å íá ìçí õðÜñ÷ïõí ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò �ïõßäéïõ óõíüëïõ êáé êÜèå æåýãïò êïñõöþí áðü äéáöïñå�éêÜ óýíïëá íá åßíáé ãåé�ïíéêÜ. ÓõìâïëßæïõìåÝíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá ìå p êïñõöÝò ùò Km1,m2,...,mk
, üðïõ p = m1 + m2 + · · ·+ mk.¸ó�ù Ýíá ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá G = Km1,m2,...,mk

ìå p êïñõöÝò. Ó�çí åñãáóßá [95℄ Ý÷åé áðï-äåé÷�åß ü�é �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn−G äßíå�áé áðü �ïí áêüëïõèï�ýðï:
τ(Kn −G) = nn−p−1(n− p)k−1

k∏

i=1

(n− (p−mi))
mi−1,üðïõ p åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G.Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, åðåê�åßíïõìå �ï ðñïçãïýìåíï áðï�Ýëåóìá äåß÷íïí�áò Ýíáí êëåéó�ü �ýðïãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Km
n ± G, üðïõ �ï ãñÜöçìá

G åßíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÝò ãñÜöçìá ìå p ≤ n êïñõöÝò. Áðü �ï Èåþñçìá 6.2, êá�áóêåõÜæïõìå�ïí p× p ðßíáêá B(G) êáé ðñïóèÝ�ïõìå ìéá ãñáììÞ êáé ìéá ó�Þëç ó�ïí ðßíáêá B(G). ï �åëéêüò
(p + 1)× (p + 1) ðßíáêáò B′(G) Ý÷åé 1 ó�çí èÝóç (1, 1), α ó�éò èÝóåéò (1, j), 2 ≤ j ≤ p + 1, êáé 0ó�éò èÝóåéò (i, 1), 2 ≤ i ≤ p + 1. èõìßæïõìå ü�é, α = ±1. ¸�óé, ï �åëéêüò ðßíáêáò B′(G) Ý÷åé �çáêüëïõèç ìïñöÞ:

B′(G) =












1 α α · · · α

M1 −α · · · −α

−α M2 · · · −α... ... . . . ...
−α −α · · · Mk












,üðïõ ïé äéáãþíéïé mi ×mi õðïðßíáêåò Mi Ý÷ïõí äéáãþíéá ó�ïé÷åßá mn + α · (p−mi), 1 ≤ i ≤ k.Óçìåéþó�å ü�é, det (B(G)) = det (B′(G)).
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Ìå óêïðü íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá B′(G) ðñïóèÝ�ïõìå �çí ðñþ�ç ãñáììÞó�éò åðüìåíåò p ãñáììÝò. �ïëëáðëáóéÜæïõìå �éò 2, 3, . . . , p + 1 ó�Þëåò �ïõ ðßíáêá B′(G) ìå
−1/(mn+α ·p) êáé �éò ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ðñþ�ç ó�Þëç. Áîßæåé íá ðáñá�çñÞóïõìå ü�é, �ï Üèñïéóìáóå êÜèå ãñáììÞ �ïõ ðßíáêá B′(G) åßíáé ßóï ìå mn+α ·p. ÅðïìÝíùò, ç ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá B′(G)ìå�á�ñÝðå�áé:

det (B′(G)) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1− α·p
mn+α·p α α · · · α

M ′
1

M ′
2 . . .

M ′
k

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= mn
mn+α·p · det (M ′

1) · det (M ′
2) · · · · · det (M ′

k), (6.3)üðïõ ïé mi ×mi õðïðßíáêåò M ′
i , 1 ≤ i ≤ k, Ý÷ïõí �çí áêüëïõèç ìïñöÞ:

M ′
i =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

mn + α · (p−mi) + α α · · · α

α mn + α · (p−mi) + α · · · α... ... . . . ...
α α · · · mn + α · (p−mi) + α

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.�éá �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá M ′
i ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ðñþ�ç ãñáììÞ ìå −1 êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìåó�éò åðüìåíåò mi−1 ãñáììÝò. Ó�çí óõíÝ÷åéá, ðñïóèÝ�ïõìå �éò ó�Þëåò �ïõ ðßíáêá M ′

i ó�çí ðñþ�çó�Þëç. �áñá�çñþí�áò ü�é mn + α · (p−mi) + α ·mi = mn + α · p, Ý÷ïõìå
det (M ′

i) = (mn + α · p) · (mn + α · (p−mi))
mi−1.ÅðïìÝíùò, áðü �çí Åîßóùóç (6.3) Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.Èåþñçìá 6.5. ¸ó�ù Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá G = Km1,m2,...,mk

ìå p = m1+m2+· · ·+mkêïñõöÝò. Ôü�å,
τ(Km

n ±G) = m · (mn)n−p−1(mn + α · p)k−1
k∏

i=1

(mn + α · (p−mi))
mi−1,üðïõ p ≤ n êáé α = ±1 óýìöùíá ìå Km

n ±G.Óçìåßùóç 6.1. Ç êëÜóç �ùí ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñáöçìÜ�ùí ðåñéÝ÷åé �çí êëÜóç �ùí -split ãñá-öçìÜ�ùí (ðëÞñç äé÷ï�ïìßóéìá ãñáöÞìá�á{omplete split graphs). Ýíá ãñÜöçìá ïñßæå�áé ùò -splitãñÜöçìá åÜí õðÜñ÷åé ìéá äéáìÝñéóç �ïõ óõíüëïõ êïñõöþí óå Ýíá åõó�áèÝò óýíïëï (áíåîÜñ�ç�ï)
S êáé óå Ýíá ðëÞñç óýíïëï K êáé êÜèå êïñõöÞ ó�ï óýíïëï S åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå üëåò �éò êïñõöÝò�ïõ óõíüëïõ K [43℄.¸�óé, Ýíá -split ãñÜöçìá G ìå p êïñõöÝò êáé V (G) = K + S åßíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÝòãñÜöçìá Km1,m2,...,mk

ìå m1 = |S|, m2 = m3 = · · · = mk = 1 êáé k = |K|+ 1. ¸íáò êëåéó�üò�ýðïò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kn−G åß÷å ðñï�áèåß ó�çí åñãáóßá[91℄, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá -split ãñÜöçìá.¸ó�ù Ýíá -split ãñÜöçìá G ìå p êïñõöÝò êáé Ýó�ù V (G) = K + S íá åßíáé ç äéáìÝñéóç�ïõ óõíüëïõ êïñõöþí �ïõ. Ôü�å, áðü �ï Èåþñçìá 6.5 ðáßñíïõìå ü�é �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþíäÝí�ñùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Km
n ±G äßíå�áé áðü �ïí áêüëïõèï êëåéó�ü �ýðï:

τ(Km
n ±G) = m · (mn)n−p−1(mn + α · |K|)|S|−1(mn + α · p)|K|,üðïõ p = |K|+ |S| êáé p ≤ n. 2 94



6.5.2 Multi-star �ñáöÞìá�á¸íá multi-star ãñÜöçìá, ðïõ óõìâïëßæå�áé ùò Kr(b1, b2, . . . , br), áðï�åëåß�áé áðü Ýíá ðëÞñåò ãñÜ-öçìá Kr ìå êïñõöÝò ìå åðéãñáöÝò v1, v2, . . . , vr, êáé bi êïñõöÝò âáèìïý Ýíá, ðïõ ç êÜèå ìéá åßíáéãåé�ïíéêÞ ìå �çí êïñõöÞ vi, 1 ≤ i ≤ r [24, 93, 107℄.¸ó�ù Ýíá multi-star ãñÜöçìá G = Kr(b1, b2, . . . , br) ìå p = r + b1 + b2 + · · · + br êïñõöÝò.Ó�éò åñãáóßåò [24, 93, 107℄, åß÷å áðïäåé÷�åß ü�é �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ïõ ãñáöÞìá�ïò
Kn −G äßíå�áé áðü �ïí áêüëïõèï êëåéó�ü �ýðï:

τ(Kn −G) = nn−p−2(n− 1)p−r

(

1 +

r∑

i=1

1

qi − 1

)

·
r∏

i=1

(qi − 1) ,üðïõ qi = n− (r − 1 + bi)−
bi

n−1 .Óå áõ�Þ �çí åíü�ç�á, âáóéæüìåíïé ó�ï Èåþñçìá 6.2, ãåíéêåýïõìå �ï ðñïçãïýìåíï áðï�ÝëåóìáðáñÜãïí�áò Ýíáí êëåéó�ü �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò
Km

n ± G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá multi-star ãñÜöçìá ìå p ≤ n êïñõöÝò. ¸ó�ù �ï Kr íáåßíáé �ï ðëÞñåò ãñÜöçìá �ïõ multi-star ãñáöÞìá�ïò G êáé Ýó�ù v1, v2, . . . , vr íá åßíáé ïé êïñõöÝò�ïõ. Ôï óýíïëï êïñõöþí ðïõ áðï�åëåß�áé áðü �çí êïñõöÞ vi êáé �éò bi êïñõöÝò âáèìïý Ýíá ðïõåßíáé üëåò ãåé�ïíéêÝò ìå �çí êïñõöÞ vi åðÜãåé Ýíá ãñÜöçìá áó�Ýñá ìå bi + 1 êïñõöÝò, 1 ≤ i ≤ r.Êá�áóêåõÜæïõìå Ýíáí (bi + 1) × (bi + 1) ðßíáêá Mi ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï ãñÜöçìá áó�Ýñá ìåêåí�ñéêÞ êïñõöÞ �çí vi
. Ý÷åé �çí áêüëïõèç ìïñöÞ:

Mi =









mn + α −α

mn + α −α...
−α −α · · · mn + α · (r − 1 + bi)









,üðïõ α = ±1.�éá íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá Mi ðñþ�á ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ðñþ�ç ãñáììÞìå −1 êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�éò åðüìåíåò bi − 1 ãñáììÝò. Ôü�å, ðñïóèÝ�ïõìå �éò bi ó�Þëåò ó�çíðñþ�ç ó�Þëç. ÔåëéêÜ, ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ðñþ�ç ó�Þëç ìå α
mn+α

êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí�åëåõ�áßá ó�Þëç. ¸�óé, ðáñá�çñþí�áò ü�é α2 = 1, Ý÷ïõìå:
det (Mi) = (mn + α)bi ·

(

mn + α · (r − 1 + bi)−
α2bi

mn+α

)

= (mn + α)bi ·
(

mn + α · (r − 1 + bi)−
bi

mn+α

)

= (mn + α)bi · qi,üðïõ
qi = mn + α · (r − 1 + bi)−

bi

mn+α
, 1 ≤ i ≤ r. (6.4)Ôþñá åßìáó�å óå èÝóç íá õðïëïãßóïõìå �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(Km

n ±G) ÷ñçóéìï-ðïéþí�áò �ï Èåþñçìá 6.2. ¸�óé, Ý÷ïõìå
τ(Km

n ±G) = m · (mn)n−p−2 · det (B(G)) (6.5)üðïõ ï ðßíáêáò 95



B(G) =



















M1,1 −α

M2,2 −α. . . . . .
Mr,r −α

−α mn + α · dG(v1) −α · · · −α

−α −α mn + α · dG(v2) · · · −α. . . ... ... . . . ...
−α −α −α · · · mn + α · dG(vr)

















åßíáé Ýíáò p × p ðßíáêáò êáé ï Mi,i åßíáé Ýíáò õðïðßíáêáò ðïõ áðïê�Ü�áé áðü �ïí ðßíáêá MiäéáãñÜöïí�áò �çí �åëåõ�áßá ãñáììÞ êáé �çí �åëåõ�áßá ó�Þëç �ïõ, 1 ≤ i ≤ r. Ï âáèìüò �çòêïñõöÞò vi �ïõ ãñáöÞìá�ïò Kr åßíáé ßóïò ìå dG(vi) = r − 1 + bi, 1 ≤ i ≤ r. ÅðïìÝíùò, �þñáåðáñêåß íá õðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá �ïõ ðßíáêá B(G). Áêïëïõèþí�áò ìéá äéáäéêáóßá ðáñüìïéáìå áõ�Þ ðïõ åöáñìüóáìå ó�ïí ðßíáêá Mi, èá Ý÷ïõìå:

det (B(G)) = (mn + α)p−r ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

q1 −α · · · −α

−α q2 · · · −α... ... . . . ...
−α −α · · · qr

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (mn + α)p−r · det (D).ÖÝñíïõìå ó�çí ìíÞìç ìáò ü�é, qi = mn + α · (r− 1 + bi)−
bi

mn+α
. äåß�å �çí Åîßóùóç (6.4). �éá íáõðïëïãßóïõìå �çí ïñßæïõóá �ïõ r × r ðßíáêá D ðñþ�á ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çí ðñþ�ç ãñáììÞ �ïõðßíáêá D ìå −1 êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�éò r− 1 õðüëïéðåò ãñáììÝò. Ôü�å, ðïëëáðëáóéÜæïõìå �çíó�Þëç i ìå q1+α

qi+α
, 2 ≤ i ≤ r, êáé �çí ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí ðñþ�ç ó�Þëç. Áíáð�ýóóïí�áò ùò ðñïò �éòãñáììÝò �ïõ ðßíáêá D, Ý÷ïõìå ü�é

det (D) =

(

1− α

r∑

i=1

1

qi + α

)

·
r∏

i=1

(qi + α).ÅðïìÝíùò, áí�éêáèéó�þí�áò �çí �éìÞ �çò det (D) ó�ç Åîßóùóç (6.5), Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèï èåþñçìá.Èåþñçìá 6.6. ¸ó�ù Ýíá multi-star ãñÜöçìá G = Kr(b1, b2, . . . , br) ìå p = r + b1 + b2 + · · ·+ brêïñõöÝò. Ôü�å,
τ(Km

n ±G) = m · (mn)n−p−2(mn + α)p−r

(

1− α ·
r∑

i=1

1

qi + α

)

·
r∏

i=1

(qi + α) ,üðïõ p ≤ n, qi = mn + α · (r − 1 + bi)−
bi

mn+α
êáé α = ±1 óýìöùíá ìå Km

n ±G.6.6 ÓõìðåñÜóìá�áÓå áõ�ü �ï êåöÜëáéï áðïäåßîáìå �ýðïõò ðïõ âáóßæïí�áé ó�ïí õðïëïãéóìü ïñßæïõóáò ãéá �ï ðëÞèïò�ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãéá ìéá ïéêïãÝíåéá ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Km
n ±G, êáé åðßóçò ãéá �çíðéï ãåíéêÞ ïéêïãÝíåéá ãñáöçìÜ�ùí K

(m)
n ± G, üðïõ �ï ãñÜöçìá Km

n (áí�ßó�. K
(m)
n ) åßíáé �ïðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé áêñéâþò (áí�ßó�. �ïõëÜ÷éó�ïí) m áêìÝò íá åíþíïõí êÜèåæåýãïò êïõöþí êáé �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ðïõ åðÜãå�áé áðü Ýíá óýíïëï áêìþí�ïõ ãñáöÞìá�ïò Km

n (áí�ßó�. K
(m)
n ). Âáóéæüìåíïé óå áõ�ïýò �ïõò �ýðïõò, áðïäåßîáìå êëåéó�ïýò�ýðïõò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(Km

n ± G), ãéá �çí ðåñßð�ùóçó ðïõ �ï ãñÜöçìá
G åßíáé (i) Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÝò ãñÜöçìá, êáé (ii) Ýíá multi-star ãñÜöçìá.96



Ìå âÜóç �á áðï�åëÝóìá�Ü ìáò, èá Þ�áí åíäéáöÝñïí íá èåùñÞóåé êáíåßò �ï ðñüâëçìá �çò áðüäåé-îçò �ýðùí ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(Km
n ±G) ó�éò ðåñéð�þóåéò ðïõ �ï ãñÜöçìá GáíÞêåé óå Üëëåò êëÜóåéò áðëþí ãñáöçìÜ�ùí Þ ðïëõãñáöçìÜ�ùí. Ôï ðáñáèÝ�ïõìå ùò Ýíá áíïé÷�üðñüâëçìá.Ôï ðñüâëçìá �çò ìåãéó�ïðïßçóçò �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí Ý÷åé åðéëõèåß ãéá áñ-êå�Ýò ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Kn − G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá multi-starãñÜöçìá, ç Ýíùóç ìïíïðá�éþí êáé êýêëùí, ê�ë. (äåß�å [24, 41, 93, 99℄). ¸�óé, Ýíá åíäéáöÝñïíáíïé÷�ü ðñüâëçìá åßíáé �çò ìåãéó�ïðïßçóçò �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãñáöçìÜ�ùí �çòìïñöÞò Km

n ±G.

97



ÊåöÜëáéï 7�ëÞñùò Äõíáìéêüò ÁëãüñéèìïòÁíáãíþñéóçò �ùí P4-sparse�ñáöçìÜ�ùí
7.1 ÅéóáãùãÞ7.2 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò êáé Ïñéóìïß7.3 �ëÞñçò-Äõíáìéêüò Áëãüñéèìïò7.4 ÓõìðåñÜóìá�á
7.1 IntrodutionÓå Ýíá äõíáìéêÜ ìå�áâáëëüìåíï ãñÜöçìá ðñÝðåé êáíåßò íá äéá�çñÞóåé ìéá áíáðáñÜó�áóç �ïõ ãñá-öÞìá�ïò ìÝóá áðü ìéá áêïëïõèßá Üìåóùí ìå�áâïëþí (on-line modi�ations), äçëáäÞ åéóáãùãÝòêáé äéáãñáöÝò êïñõöþí Þ áêìþí. Ç áíáðáñÜó�áóç ðñÝðåé íá åðé�ñÝðåé íá áðáí�çèïýí åñù�Þ-óåéò ðïõ áðáó÷ïëïýí óõãêåêñéìÝíåò éäéü�ç�åò �ïõ äõíáìéêïý ãñáöÞìá�ïò, ãéá ðáñÜäåéãìá, `åßíáéóõíåê�éêü �ï ãñÜöçìá . '. ÔÝ�ïéïõ åßäïõò áëãüñéèìïé ðïõ áó÷ïëïýí�áé ìå áõ�Ü �á ðñïâëÞìá�áïíïìÜæïí�áé äõíáìéêïß áëãüñéèìïé (dynami algorithms) êáé êá�çãïñéïðïéïýí�áé áíÜëïãá ìå �çíäéáäéêáóßá ìå�áâïëþí ðïõ õðïó�çñßæïõí. ¸íáò áõîç�éêüò (áí�ßó�. ìåéù�éêüò) (inremental êáéáí�ßó�. deremental) ) áëãüñéèìïò õðïó�çñßæåé ìüíï ðñïóèÞêç (áí�ßó�. áöáßñåóç) êïñõöþí. ¸-íáò ìïíï-ðñïóèÞêçò (áí�ßó�. ìüíï-áöáßñåóçò) áëãüñéèìïò õðïó�çñßæåé ìüíï ðñïóèÞêç (áí�ßó�.áöáßñåóç) áêìþí. ¸íáò ìüíï-áêìÝò ðëÞñùò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò (edges-only fully dynami al-gorithm) õðïó�çñßæåé ðñïóèÞêåò êáé äéáãñáöÝò áêìþí. ¸íáò ðëÞñùò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò (fullydynami algorithm) õðïó�çñßæåé �ñïðïðïéÞóåéò áêìþí üðùò åðßóçò êáé �ñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí.Áñêå�ïß åñåõíç�Ýò ìåëÝ�çóáí �ï ðñüâëçìá �çò äõíáìéêÞò áíáãíþñéóçò ãéá ãñáöÞìá�á óõãêå-êñéìÝíùí ïéêïãåíåéþí. Áõîç�éêïß áëãüñéèìïé áíáãíþñéóçò Ý÷ïõí ðñï�áèåß áðü �ïí Hsu [54℄ ãéáinterval ãñáöÞìá�á êáé áðü �ïõò Deng et al. [34℄ ãéá óõíåê�éêÜ êá�Üëëçëá interval ãñáöÞìá�á.Ï Ibarra [56℄ Ýäùóå Ýíáí ìüíï-áêìÝò ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ãéá hordal ãñá-öÞìá�á ðïõ õðïó�çñßæåé êÜèå ðñÜîç áêìÞò óå O(n) ÷ñüíï êáé Ýíáí ìüíï-áêìÝò ðëÞñç äõíáìéêüáëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ãéá äé÷ï�ïìßóéìá (split) ãñáöÞìá�á ðïõ õðïó�çñßæåé êÜèå ðñÜîç áêìÞò98



P5 C5 P5 F1 F2 F1 F2Ó÷Þìá 7.1: Ôá åð�Ü áðáãïñåõìÝíá õðïãñáöÞìá�á ãéá �çí êëÜóç �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí.óå O(1) ÷ñüíï. �éï ðñüóöá�á, ïé Hell et al. [50℄ Ýäùóáí Ýíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï ãéá�çí áíáãíþñéóç êá�Üëëçëùí interval ãñáöçìÜ�ùí ðïõ äïõëåýåé óå O(d + log n) ÷ñüíï ãéá êÜèå�ñïðïðïßçóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò, üðïõ d åßíáé ï âáèìüò ìéáò êïñõöÞò ó�çí ðåñßð�ùóç �ñïðïðïßçóçòêïñõöÞò. Ïé Shamir êáé Sharan [101℄ ó÷åäßáóáí Ýíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï ãéá �çí áíáãíþ-ñéóç �ùí ographs, threshold ãñáöçìÜ�ùí êáé trivially perfet ãñáöçìÜ�ùí ðïõ õðïó�çñßæåé êÜèå�ñïðïðïßçóç áêìÞò óå O(1) ÷ñüíï êáé êÜèå �ñïðïðïßçóç êïñõöÞò óå O(d) ÷ñüíï. �éá �çí êëÜóç�ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí, Ýíáò áõîç�éêüò áëãüñéèìïò ãéá �çí áíáãíþñéóç åíüò P4-sparse ãñáöÞ-ìá�ïò Ý÷åé ðñï�áèåß áðü �ïõò Jamison êáé Olariu [61℄ ðïõ õðïó�çñßæåé �çí åéóáãùãÞ ìéáò êïñõöÞòâáèìïý d óå O(d) ÷ñüíï. Óå Ýíá äéáöïñå�éêü ðñüâëçìá, ïé Henzinger êáé Fredman [51℄ áðÝäåéîáíêÜ�ù üñéá ãéá �çí ðïëõðëïêü�ç�á �çò äéá�Þñçóçò �çò ðëÞñçò äõíáìéêÞò k-áêìþí Þ k-êïñõöþíóõíåê�éêü�ç�áò óå åðßðåäá ãñáöÞìá�á.�ïëëïß åñåõíç�Ýò åðßóçò èåþñçóáí �ï ðñüâëçìá �çò äõíáìéêÞò äéá�Þñçóçò �ïõ md-äÝí�ñïõåíüò äõíáìéêÜ ìå�áâáëëüìåíïõ ãñáöÞìá�ïò (�ï md-äÝí�ñï åíüò ãñáöÞìá�ïò G åßíáé ìïíáäéêü(ùò ðñïò �ïí éóïìïñöéóìü) åðéãñáöüìåíï äÝí�ñï ðïõ áðïèçêåýåé üëåò �éò äéáìåñßóåéò �ïõ óõíü-ëïõ êïñõöþí åíüò ãñáöÞìá�ïò G óå áõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò êáé ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß óå ÷ñüíïãñáììéêü ùò ðñïò �ï ìÝãåèïò �ïõ ãñáöÞìá�ïò [30, 33, 80℄). �éá �ï ðñüâëçìá áõ�ü, ìüíï äýïìåñéêÜ áðï�åëÝóìá�á åßíáé ãíùó�Ü: ïé Muller êáé Spinrad [83℄ Ýäùóáí Ýíáí áõîç�éêü áëãüñéèìïãéá �çí m-áðïóýíèåóç, ðïõ õðïó�çñßæåé êÜèå åéóáãùãÞ êïñõöÞò óå O(n) ÷ñüíï. ïé Corneil et al.[29℄ Ýäùóáí Ýíáí âÝë�éó�ï áõîç�éêü áëãüñéèìï ãéá �çí áíáãíþñéóç êáé �çí m-áðïóýíèåóç �ùíographs, ðïõ õðïó�çñßæåé �çí åéóáãùãÞ ìéáò êïñõöÞò âáèìïý d óå O(d) ÷ñüíï.Ç åñãáóßá ìáò óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï åðéêåí�ñþíå�áé ó�á P4-sparse ãñáöÞìá�á . �á P4-sparseãñáöÞìá�á ïñßæïí�áé ùò �á ãñáöÞìá�á åêåßíá ãéá �á ïðïßá êÜèå óýíïëï ðÝí�å êïñõöþí åðÜãåé�ï ðïëý Ýíá Ü÷ïñäï ìïíïðÜ�é �åóóÜñùí êïñõöþí [52℄ (ó�ï Ó÷Þìá 7.1 ðáñïõóéÜæïõìå �á åð�ÜáðáãïñåõìÝíá õðïãñáöÞìá�á ãéá �çí êëÜóç �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí). Ôá ãñáöÞìá�á áõ�Üåßíáé �Ýëåéá êáé åðßóçò �Ýëåéá äéá�Üîéìá (perfetly orderable) perfetly orderable [52℄, êáé ðåñéÝ÷ïõíðïëëÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí, üðùò åßíáé, �á ographs, �á P4-reduible ãñáöëçìá�á, ê�ë. (äåß�å[18, 61, 62℄). Ôá P4-sparse ãñáöÞìá�á Ý÷ïõí ìåëå�çèåß åê�å�áìÝíá �á ðåñáóìÝíá ÷ñüíéá êáéâñßóêïõí Ýíá ðëÞèïò åöáñìïãþí ó�á åöáñìïóìÝíá ìáèçìá�éêÜ êáé ó�ç åðéó�Þìç �çò ðëçñïöïñéêÞò(ð.÷., åðéêïéíùíßåò, ìå�áöïñéêÜ ìÝóá, ÷ñïíïäñïìïëüãçóç, èåùñßá õðïëïãéóìïý) óå ðñïâëÞìá�áðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå ãñáöÞìá�á ðïõ �á ÷áñáê�çñßæåé ìéá \�ïðéêÞ ðõêíü�ç�á" éäéü�ç�á. �ñÜãìá�é,ç äïìÞ �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí åíóùìá�þíåé ìéá �Ý�ïéá �ïðéêÞ ðõêíü�ç�á áöïý åßíáé åêåßíá �áãñáöÞìá�á ó�á ïðïßá åßíáé ó÷å�éêÜ áðßèáíï íá âñåèïýí ðåñéóóü�åñá áðü ëßãá P4
. óçìåéþíïõìå ü�éðïëëïß åñåõíç�Ýò �åßíïõí íá åîéóþóïõí �çí Ýííïéá �çò �ïðéêÞò ðõêíü�ç�áò ìå �çí áðïõóßá �ùí P4áðü Ýíá ãñÜöçìá.Óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï, ðåñéãñÜöïõìå Ýíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò �ùí P4-sparseãñáöçìÜ�ùí ó�ïí ïðïßï ïé åéóáãùãÝò áêìþí/êïñõöþí êáé ïé äéáãñáöÝò �ïõò åê�åëïýí�áé ìå �çíðñïûðüèåóç ü�é �ï �ñïðïðïéçìÝíï ãñÜöçìá åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá. Ï áëãüñéèìüò ìáò äéá�ç-ñåß �ï md-äÝí�ñï �ïõ ãñáöÞìá�ïò. åëÝã÷åé ðü�å ç áß�çóç �çò áêìÞò/êïñõöÞò ìå�áâïëÞò åðéöÝñåéÝíá P4-sparse ãñÜöçìá, êáé óå ðåñßð�ùóç èå�éêÞò áðÜí�çóçò, åíçìåñþíåé êá�Üëëçëá �ï md-äÝí�ñï.99



ÊÜèå ðñÜîç áêìÞò õðïó�çñßæå�áé óå O(1) ÷ñüíï, åíþ êÜèå ðñÜîç êïñõöÞò õðïó�çñßæå�áé óå O(d)÷ñüíï ãéá êÜèå d-âáèìïý êïñõöÞò.7.2 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò êáé ÏñéóìïßÁõ�Þ ç åñãáóßá áó÷ïëåß�áé êáé äéåñåõíÜ äõíáìéêÜ ðñïâëÞìá�á áíáãíþñéóçò ó�á ïðïßá ïé åñù�Þóåéòåßíáé �çò ìïñöÞò: `�ï ãñÜöçìá áíÞêåé óå ìéá óõãêåêñéìÝíç êëÜóç Π . ', üðïõ Π åßíáé ìéá êëÜóçãñáöçìÜ�ùí. ¸íáò áëãüñéèìïò ãéá �ï ðñüâëçìá åßíáé áíáãêáóìÝíïò íá äéá�çñåß ìéá áíáðáñÜó�áóç�ïõ äõíáìéêïý ãñáöÞìá�ïò åíüóù �ï ãñÜöçìá áíÞêåé ó�çí êëÜóç Π, êáé íá åí�ïðßæåé ðü�å �ïãñÜöçìá ðáýåé íá áíÞêåé ó�çí êëÜóç Π.�éï óõãêåêñéìÝíá, Ýíáò ðëÞñùò äõíáìéêüò ãéá ìéá Π-áíáãíþñéóç äéá�çñåß ìéá äïìÞ äåäïìÝíùíãéá �ï óõãêåêñéìÝíï ãñÜöçìá G ∈ Π êáé õðïó�çñßæåé �éò áêüëïõèåò ëåé�ïõñãßåò.
• ðñïóèÞêç-áêìÞò(edge-insertion): äïèÝí�ïò äýï êïñõöþí u, v ∈ V (G) ðïõ äåí åßíáé ãåé�ïíé-êÝò ó�ï ãñÜöçìá G, åíçìÝñùóå �çí êá�Üëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí �ï ãñÜöçìá G∪{uv} ∈ Π,åéäÜëëùò åê�ýðùóå false .

• äéáãñáöÞ-áêìÞò(edge-deletion): äïèÝí�ïò ìéáò áêìÞò uv ∈ E(G), åíçìÝñùóå �çí êá�ÜëëçëçäïìÞ äåäïìÝíùí åÜí �ï ãñÜöçìá G− {uv} ∈ Π, åéäÜëëùò åê�ýðùóå false .

• ðñïóèÞêç-êïñõöÞò(vertex-insertion): äïèÝí�ïò ìéáò íÝáò êïñõöÞò v /∈ V (G) ðïõ ãåé�íéÜ-æåé ìå 0, ìåñéêÝò, Þ üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, åíçìÝñùóå �çí êá�Üëëçëç äïìÞäåäïìÝíùí åÜí �ï ãñÜöçìá G ∪ v ∈ Π, åéäÜëëùò åê�ýðùóå false .

• äéáãñáöÞ-êïñõöÞò(vertex-deletion): äïèÝí�ïò ìéáò êïñõöÞò v ∈ V (G), åíçìÝñùóå �çí êá-�Üëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí �ï ãñÜöçìá G− v ∈ Π, åéäÜëëùò åê�ýðùóå false.Ìå�Ü �çí åê�Ýëåóç áðü ïðïéáäÞðï�å �Ý�ïéá ëåé�ïõñãßá, ï áëãüñéèìïò åßíáé Ý�ïéìïò íá åê�åëÝóåé�çí åðüìåíç ëåé�ïõñãßá. �ñïöáíþò (äåß�å åðßóçò [101℄), ç ðñïóèÞêç (äéáãñáöÞ) ìéáò êïñõöÞò äåíáíÜãå�áé ó�ï ðñüâëçìá �çò ðñïóèÞêçò (äéáãñáöÞò) �ùí ðñïóêåßìåíùí, óå áõ�Þò, áêìþí. ¸�óé,ïé �ñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí ðñÝðåé íá ÷åéñßæïí�áé îå÷ùñéó�Ü áðü �éò �ñïðïðïéÞóåéò áêìþí áðü �ïíäõíáìéêü áëãüñéèìï.Ìéá êëÜóç ãñáöçìÜ�ùí Π êáëåß�áé áõ�ïóõìðëçñùìá�éêÞ (omplement-invariant) åÜí �ï G ∈

Π åðéöÝñåé G ∈ Π. Óçìåéþíïõìå ü�é ãéá �á P4-sparse ãñáöÞìá�á �á áêüëïõèá éó÷ýïõí:ËÞììá 7.1. ¸ó�ù Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá G. Ôü�å (i) �ï ãñÜöçìá G åßíáé áõ�ïóõìðëçñùìá�éêü(omplement-invariant property), êáé (ii) ãéá êÜèå v ∈ G, G′ = G − v åßíáé Ýíá P4-sparseãñÜöçìá.7.2.1 m-Áðïóýíèåóç êáé P4-sparse �ñáöÞìá�á¸íá õðïóýíïëï M �ùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞìá�ïò G áíáöÝñå�áé ùò áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (module)�ïõ ãñáöÞìá�ïò G, åÜí êÜèå êïñõöÞ åê�üò �ïõ óõíüëïõ M åßíáé, åß�å ãåé�ïíéêÞ óå üëåò �éòêïñõöÝò �ïõ M , åß�å óå êáìßá áðü áõ�Ýò. Ôï êåíü óýíïëï, �á ìïíïóýíïëá êáé �ï óýíïëï êïñõ-öþí V ëÝãïí�áé �å�ñéììÝíåò áõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò êáé ü�áí �ï ãñÜöçìá G Ý÷åé ìüíï �å�ñéììÝíåòáõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò �ü�å áíáöÝñå�áé ùò ðñþ�ï ãñÜöçìá (prime graph Þ indeomposable). Ìéáìç-�å�ñéììÝíç áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ïíïìÜæå�áé åðßóçò êáé ïìïãåíÝò óýíïëï (homogeneous set). Åðé-ðëÝïí, ìéá áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ïíïìÜæå�áé éó÷õñÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (strongmodule) åÜí ãéá êÜèå ìßá áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M ′ 6= M �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, åß�å éó÷ýåé M ′ ∩M = ∅åß�å éó÷ýåé M ′ ⊂M . 100
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v10Ó÷Þìá 7.2: ¸íá ìç-óõíåê�éêü P4-sparse ãñÜöçìá ìå 13 êïñõöÝò êáé �ï md-äÝí�ñï �ïõ.Ç m-áðïóýíèåóç (modular deomposition) åíüò ãñáöÞìá�ïò G áíáðáñßó�á�áé áðü Ýíá äÝí�ñï
T (G) �ï ïðïßï ïíïìÜæïõìåmd-äÝíäñï �ïõ ãñáöÞìá�ïò G (modular deomposition tree). �á öýëëá�ïõ äÝí�ñïõ T (G) åßíáé ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G åíþ êÜèå åóù�åñéêüò êüìâïò t áí�éó�ïé÷åßóå ìéá éó÷õñÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ðïõ óõìâïëßæå�áé M(t) êáé åðÜãå�áé áðü �ï óýíïëï �ùí êïñõ-öþí/öýëëùí �ïõ õðïäÝí�ñïõ ìå ñßæá �ïí t. ¸�óé �ï äÝí�ñï T (G) áíáðáñéó�Ü üëá �éò éó÷õñÝòáõ�ï�åëåßò-ìïíÜäåò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. ÊÜèå åóù�åñéêüò êüìâïò åðéãñÜöå�áé ìå P ãéá ðáñÜë-ëçëç áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (parallel module), Þ ìå S ãéá óåéñéáêÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (series module),Þ ìå N ãéá ãåé�ïíéêÞ áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá (neighborhood module). H áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ðïõ áí�é-ó�ïé÷åß óå Ýíáí P-êüìâï åðÜãåé Ýíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, áõ�Þ �ïõS-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðïõ �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáéÝíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá êáé áõ�Þ �ïõ N-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá �ïõãñáöÞìá�ïò G ðïõ �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáé åðßóçò Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá. Ôï Ó÷Þìá 7.2äåß÷íåé Ýíá ãñÜöçìá êáé �ï md-äÝí�ñï �ïõ.¸ó�ù t Ýíáò åóù�åñéêüò êüìâïò �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò t Ý÷åé ðáéäéÜ t1, t2, . . . , tp,�ü�å ïñßæïõìå �ï áí�éðñïóùðåõ�éêü ãñÜöçìá G(t) (representative graph) ùò áêïëïýèùò:
◦ V (G(t)) = {t1, t2, . . . , tp}, and
◦ E(G(t)) = {titj | vivj ∈ E(G), vi ∈M(ti) êáé vj ∈M(tj)}.Óçìåéþíïõìå ü�é åî' ïñéóìïý �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò, åÜí ìéá êïñõöÞ �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò

M(ti) åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå ìéá Üëëç êïñõöÞ �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(tj) �ü�å êÜèå êïñõöÞ �çòáõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(ti) åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå êÜèå êïñõöÞ �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(tj). ¸�óé,�ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé éóüìïñöï ìå �ï ãñÜöçìá ðïõ åðÜãå�áé áðü Ýíá õðïóýíïëï �çò áõ�ï�åëÞò-ìïíÜäáò M(t) óõññéêíþíïí�áò óå ìéá êïñõöÞ êÜèå ìÝãéó�ç áõ�ï�åëÞ-õðïìïíÜäá �çò M(t) ó�ïäÝí�ñï T (G). �éá �ïõò P-, S-, êáé N-êüìâïõò, �ï áêüëïõèï ëÞììá éó÷ýåé (äåß�å åðßóçò [18, 40℄):ËÞììá 7.2. ¸ó�ù G Ýíá ãñÜöçìá, T (G) �ï md-äÝí�ñï �ïõ, êáé t Ýíáò åóù�åñéêüò êüìâïò �ïõ
T (G). Ôü�å,(M.i) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ÷ùñßò-áêìÝò ãñÜöçìá åÜí t åßíáé Ýíáò P-êüìâïò,(M.ii) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá åÜí t åßíáé Ýíáò S-êüìâïò, êáé(M.iii) �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíá ðñþ�ï ãñÜöçìá åÜí t åßíáé Ýíáò N-êüìâïò.�éï óõãêåêñéìÝíá, ãéá �çí êëÜóç �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí, ïé Giakoumakis êáé Vanherpe [40℄Ýäåéîáí ü�é: 101



ËÞììá 7.3. ¸ó�ù G Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýó�ù T (G) �ï md-äÝí�ñï �ïõ. Ôï ãñÜöçìá G åßíáé
P4-sparse åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå Í-êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ T (G), �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíááñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R) êáé êáìßá êïñõöÞ �ïõ óõíüëïõ S ∪ K äåí åßíáéåóù�åñéêüò êüìâïò ó�ï äÝí�ñï T (G).7.3 �ëÞñçò-Äõíáìéêüò Áëãüñéèìïò¼ðùò áíáöÝñèçêå, ï áëãüñéèìüò ìáò äéá�çñåß �ï md-äÝí�ñï T (G) �ïõ P4-sparse ãñáöÞìá�ïò.Ìå óêïðü �çí äéåõêüëõíóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, áðïèçêåýïõìå óå êÜèå êüìâï �ïõ äÝí�ñïõ T (G)åðéðñüóèå�åò ðëçñïöïñßåò ó�áèåñïý ìåãÝèïõò ãéá êÜèå êüìâï. �éï óõãêåêñéìÝíá, êÜèå êüìâïòáðïèçêåýåé �ïí �ýðï �ïõ (P, S, Þ N), �ï ðëÞèïò �ùí ðáéäéþí �ïõ, Ýíáí äåßê�ç ãéá êáèÝíá áðü�á ðáéäéÜ �ïõ, êáé âïçèç�éêÜ ðåäßá counter êáé mark áñ÷éêïðïéçìÝíá ó�ï 0. Åðéðñüóèå�á, êÜèåN-êüìâïò áðïèçêåýåé �çí ðåñßð�ùóç ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá åÜí åßíáé áñáéüÞ ðõêíü. �ï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï S êáé ç êëßêá K �ïõ áñá÷íïåéäÝò ãñáöÞìá�ïò áðïèçêåýïí�áé óåæåõãÜñéá ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí (ìÝóá áðü �çí óõíÜñ�çóç f) ïé êïñõöÝò, åíþ õðÜñ÷åé Ýíáò îå÷ùñéó�üòäåßê�çò ó�ï óýíïëï R ðïõ åßíáé null åÜí R = ∅ (äåí õðÜñ÷åé ëüãïò íá áðïèçêåõ�åß �ï ìÝãåèïò
|S| = |K| áöïý åßíáé ßóï ìå ⌊c/2⌋, üðïõ c åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí ðáéäéþí åíüò N-êüìâïõ).7.3.1 �ñüóèåóç ìéáò ÁêìÞò¸ó�ù ç áêìÞ uv ðïõ èá ðñïó�åèåß êáé Ýó�ù �ï �ñïðïðïéçìÝíï ãñÜöçìá G′ = G ∪ {uv}. �éá �éòäýï êïñõöÝò u, v ∈ G óõìâïëßæïõìå ìå tuv �ïí åëÜ÷éó�ï êïéíü ðñïêÜ�ï÷ï �ùí êïñõöþí u êáé
v ó�ï äÝí�ñï T (G). Åöüóïí ïé êïñõöÝò u, v åßíáé ìç-ãåé�ïíéêÝò ó�ï ãñÜöçìá G, ï êüìâïò tuvåßíáé åß�å Ýíáò P-êüìâïò åß�å Ýíáò N-êüìâïò. ¸ó�ù �á ðáéäéÜ tu êáé tv �ïõ êüìâïõ tuv �Ý�ïéáþó�å �á óýíïëá M(tu) êáé M(tv) ðåñéÝ÷ïõí �éò êïñõöÝò u êáé v áí�ßó�ïé÷á. Óçìåéþó�å ü�é, åÜí
|M(tu)| = 1 (áí�ßó�. |M(tv)| = 1 ) �ü�å tu = u (áí�ßó�. tv = v). ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò,èåùñïýìå ü�é |M(tu)| ≤ |M(tv)|. Äéáêñßíïõìå �éò ðåñéð�þóåéò üðïõ |M(t)u)| ≥ 2, |M(tu)| = 1êáé tuv åßíáé Ýíáò P-êüìâïò, êáé |M(tu)| = 1 êáé tuv åßíáé Ýíáò N-êüìâïò, êáé áðïäåéêíýïõìå �ááêüëïõèá ëÞììá�á.ËÞììá 7.4. ¸ó�ù |M(tu)| ≥ 2. Ôü�å �ï ãñÜöçìá G′ åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá åÜí êáé ìüíïåÜí ï êüìâïò tuv åßíáé Ýíáò P-êüìâïò êáé |M(tu)| = |M(tv)| = 2.Áðüäåéîç. Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ü�é ï êüìâïò tuv åßíáé Ýíáò P-êüìâïò . åÜí ï êüìâïò tuvÞ�áí Ýíáò N-êüìâïò �ü�å |M(tu)| = 1, åöüóïí �ï ðïëý Ýíá ðáéäß �ïõ êüìâïõ tuv åßíáé Ýíáò åóù�å-ñéêüò êüìâïò (ü÷é öýëëï) ó�ï äÝí�ñï T (G) (äåß�å Ó÷Þìá 7.2). Ôü�å Ýðå�áé ü�é �á õðïãñáöÞìá�á
G[M(tu)] êáé G[M(tv)] åßíáé êáé �á äýï óõíåê�éêÜ.
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Ó÷Þìá 7.4: ÅéêïíïãñÜöçóç �çò ðåñßð�ùóçò (ii) �ïõ ËÞììá�ïò 7.5 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéòó�ï md-äÝí�ñï.(=⇒) ¸ó�ù ü�é �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá áðü �á óýíïëá M(tu), M(Tv) Ý÷åé 3 ó�ïé÷åßá. ÷ùñßò âëÜâç �çòãåíéêü�ç�áò, Ýó�ù |M(tv)| ≥ 3. Ç óõíåê�éêü�ç�á �ùí ãñáöçìÜ�ùí G[M(tu)], G[M(tv)] åðÜãåé ü�éõðÜñ÷ïõí êïñõöÝò u′ ∈ M(tu) êáé v′ ∈M(tv) �Ý�ïéåò þó�å uu′, vv′ ∈ E(G). Ôü�å, ðñïóèÝ�ïí�áò�çí áêìÞ uv ó�ï ãñÜöçìá G, �ï �åëéêü ãñÜöçìá G′ ðåñéÝ÷åé �ï P4 u′uvv′. Åöüóïí �ï ãñÜöçìá
G[M(tv)] åßíáé óõíåê�éêü êáé |M(tv)| ≥ 3, õðÜñ÷åé ìéá êïñõöÞ x ó�ï M(tv) �Ý�ïéá þó�å ç xâëÝðåé �ïõëÜ÷éó�ïí ìéá áðü �éò êïñõöÝò v, v′. ÁëëÜ �ü�å, ïé ðÝí�å êïñõöÝò u′, u, v, v′, x åðÜãïõíó�ï ãñÜöçìá G′ Ýíá áðü �á áêüëïõèá ãñáöÞìá�á: P5, F1, êáé F2

. åðïìÝíùò, �ï ãñÜöçìá G′ äåíåßíáé P4-sparse.(⇐=) ¸ó�ù �þñá ü�é �ï ãñÜöçìá G′ äåí åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá. Ôü�å, õðÜñ÷ïõí ðÝí�åêïñõöÝò ó�ï ãñÜöçìá G′ ðïõ åðÜãïõí äýï P4. Åöüóïí �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìáêáé ï êüìâïò tuv åßíáé Ýíáò P-êüìâïò, ïé ðÝí�å êïñõöÝò áíÞêïõí ó�ï M(tu) ∪M(tv). ÁëëÜ �ü�å,åß�å |M(tu)| ≥ 3, åß�å |M(tv)| ≥ 3.ËÞììá 7.5. ¸ó�ù ï êüìâïò tuv íá åßíáé Ýíáò P-êüìâïò êáé Ýó�ù |M(tu)| = 1. Ôü�å, �ï ãñÜöçìá
G′ åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá åÜí êáé ìüíï åÜí ìéá áðü �éò áêüëïõèåò (áìïéâáßá áðïêëåéüìåíåò)ðåñéð�þóåéò éó÷ýåé:(i) ç êïñõöÞ v âëÝðåé üëåò �éò êïñõöÝò áðü �ï óýíïëï M(tv).(ii) ç êïñõöÞ v ÷Üíåé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ y ∈M(tv) �Ý�ïéá þó�å ç êïñõöÞ y âëÝðåé ìüíï �çíêïñõöÞ x ∈M(tv), êáé ìüíï ç êïñõöÞ x âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï M(tv).(iii) ç êïñõöÞ v ÷Üíåé ℓ > 1 êïñõöÝò áðü �ï óýíïëï M(tv) Ý�óé þó�å �ï ãñÜöçìá G(tv) íá åßíáéÝíá áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá (S, K, R) ìå |S| = |K| = ℓ, R = {r} êáé ç êïñõöÞ v áíÞêåé ó�ïóýíïëï M(r) êáé âëÝðåé üëåò �éò êïñõöÝò áðü �ï óýíïëï M(r).103
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Ó÷Þìá 7.5: ÅéêïíïãñÜöçóç �çò ðåñßð�ùóçò (iii) �ïõ ËÞììá�ïò 7.5 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéòó�ï md-äÝí�ñï.Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç �ïõ ëÞììá�ïò âáóßæå�áé ó�á áêüëïõèá ãåãïíü�á.�åãïíüò 7.1. ¸ó�ù ï êüìâïò tuv Ýíáò P-êüìâïò, |M(tu)| = 1, êáé Ýó�ù �ï ìïíïðÜ�é áðü �çíêïñõöÞ tv ó�çí êïñõöÞ p(v) íá ìçí ðåñéÝ÷åé êáíÝíáí N-êüìâï ó�ï äÝí�ñï T (G). ÅÜí äåí õðÜñ÷åéêáìßá êïñõöÞ x ∈M(tv) Ý�óé þó�å ç êïñõöÞ x íá âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï M(tv) �ü�å�ï ãñÜöçìá G′ äåí åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá.Áðüäåéîç. Åöüóïí ï êüìâïò tuv åßíáé Ýíáò P-êüìâïò, �ï ãñÜöçìá G[M(tv)] åßíáé óõíåê�éêü.ÅðéðëÝïí, åöüóïí äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò N-êüìâïò ó�ï ìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï tv ó�ïí êüìâï
p(v) ó�ï äÝí�ñï T (G), ç êïñõöÞ v äåí óõììå�Ý÷åé óå êáíÝíá P4 ó�ï ãñÜöçìá G[M(tv)]. ÅÜíäåí õðÜñ÷åé êïñõöÞ x ∈ M(tv) �Ý�ïéá þó�å ç êïñõöÞ x íá âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï
M(tv) �ü�å èá äåßîïõìå ü�é åß�å ç êïñõöÞ v óõììå�Ý÷åé óå Ýíá C4 Þ ç êïñõöÞ v âëÝðåé áêñéâþòäýï êïñõöÝò åíüò K3 ó�ï ãñÜöçìá G[M(tv)].¸ó�ù, ãéá áí�ßöáóç, ü�é äåí éó÷ýåé áõ�Þ ç ðåñßð�ùóç. Ôü�å, åöüóïí ç êïñõöÞ v äåí óõììå-�Ý÷åé óå êáíÝíá P4 ó�ï ãñÜöçìá G[M(tv)], �ï óýíïëï êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(tv)] åßíáéäéáìåñßóéìï óå �ñßá óýíïëá A, B, êáé C, üðïõ A = {v}, �ï óýíïëï B ðåñéÝ÷åé �ïõò ãåß�ïíåò�çò êïñõöÞò v, êáé �ï óýíïëï êïñõöþí C ðåñéÝ÷åé ìéá êïñõöÞ, Ýó�ù, y, ðïõ ÷Üíåé �çí êïñõöÞ v.¸ó�ù ìéá êïñõöÞ x ðïõ âñßóêå�áé ó�ï óýíïëï B Ý�óé þó�å ç êïñõöÞ y âëÝðåé �çí x. Ôü�å, çêïñõöÞ y ÷Üíåé êÜèå Üëëç êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï B. ãéá�ß åéäÜëëùò, �ï ãñÜöçìá G′ èá ðåñéåß÷ååß�å Ýíá F1, åß�å Ýíá F2 ùò Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá. Åöüóïí ç êïñõöÞ v äåí óõììå�Ý÷åé óåêáíÝíá P4, ç êïñõöÞ x âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ �ïõ óõíüëïõ B. ÁëëÜ �ü�å, ç x ÷Üíåé ìéá êïñõöÞ áðü�ï óýíïëï C, Ýó�ù, y′. Ç êïñõöÞ y′ ÷Üíåé �çí y . åéäÜëëùò, ç êïñõöÞ v èá Þ�áí Ýíá Üêñï �ïõ
P4 vxyy′. ¸�óé, ç êïñõöÞ y′ âëÝðåé ìéá êïñõöÞ x′ áðü �ï óýíïëï B. ÁëëÜ �ü�å, ç v âëÝðåé �éòìÝóåò-êïñõöÝò êáé ÷Üíåé �á Üêñá �ïõ P4 yxx′y′ (óçìåéþó�å ü�é ç êïñõöÞ v åß�å âëÝðåé Þ ÷ÜíåéÝíá P4 ó�ï ãñÜöçìá G[M(tv)], áöïý �ï ìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï tv ó�ïí êüìâï p(v) äåí ðåñéÝ÷åéêáíÝíá N-êüìâï ó�ï äÝí�ñï T (G)).�ñïóèÝ�ïí�áò �çí áêìÞ uv ó�ï ãñÜöçìá G, �á åðáãþìåíá õðïãñáöÞìá�á F1 Þ F2 åìöáíßæïí�áéó�ï ãñÜöçìá G′, êáé, ãé' áõ�ü, �ï ãñÜöçìá G′ äåí åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá. 2�åãïíüò 7.2. ¸ó�ù ï êüìâïò tuv íá åßíáé Ýíáò P-node, Ýó�ù |M(tu)| = 1, êáé Ýó�ù �ï ìïíïðÜ�éáðü �ïí êüìâï tv ó�ïí êüìâï p(v) íá ìçí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá N-êüìâï ó�ï äÝí�ñï T (G). ÅÜí çêïñõöÞ v ÷Üíåé ìéá êïñõöÞ y áðü �ï óýíïëï M(tv) �ü�å �ï ãñÜöçìá G′ åßíáé Ýíá P4-sparseãñÜöçìá åÜí êáé ìüíï åÜí õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ x ∈ M(tv) �Ý�ïéá þó�å ç x íá âëÝðåéêÜèå êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï M(tv) êáé ç êïñõöÞ y íá âëÝðåé ìüíï �çí êïñõöÞ x áðü �ï óýíïëï
M(tv). 104



Áðüäåéîç. (=⇒) ¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé ìéá áêüìá êïñõöÞ x′ 6= x ∈ M(tv) Ý�óé þó�å ç x′ íá âëÝðåéêÜèå êïñõöÞ �ïõ óõíüëïõ M(tv). Ôü�å, ïé ðÝí�å êïñõöÝò u, v, x, y, êáé y′ åðÜãïõí ó�ï ãñÜöçìá
G′ åß�å �ï ãñÜöçìá F1 åß�å �ï ãñÜöçìá F2. ¸ó�ù �þñá ü�é õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ x ∈M(tv)Ý�óé þó�å ç x íá âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ �ïõ óõíüëïõ M(tv), äçëáäÞ, ç y íá âëÝðåé �çí êïñõöÞ x, êáéÝó�ù ç êïñõöÞ y íá âëÝðåé ìéá åðéðëÝïí êïñõöÞ, Ýó�ù, z, áðü �ï óýíïëï M(tv). Ôü�å, ïé ðÝí�åêïñõöÝò u, v, x, y, êáé z åðÜãïõí ó�ï ãñÜöçìá G′ Ýíá áðü �á áêüëïõèá ãñáöÞìá�á: P5, F2, F1,êáé F2.(⇐=) ¸ó�ù �þñá ü�é �ï ãñÜöçìá G′ åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá. Ç êïñõöÞ v ÷Üíåé ìéá êïñõöÞ
y áðü �ï óýíïëï M(tv). ¸ó�ù ü�é ç êïñõöÞ v ÷Üíåé åðéðëÝïí ìéá êïñõöÞ y′ áðü �ï óýíïëï M(tv).Áðü �ï �åãïíüò 7.1 õðÜñ÷åé ìéá êïñõöÞ x ∈M(tv) ðïõ âëÝðåé �éò êïñõöÝò y, y′ êáé v. ÁëëÜ �ü�å,ïé ðÝí�å êïñõöÝò u, v, x, y, êáé y′ åðÜãïõí åß�å �ï ãñÜöçìá F1 åß�å �ï ãñÜöçìá F2

. Ü�ïðï. ¸�óé,ç êïñõöÞ v ÷Üíåé ìüíï �çí êïñõöÞ y áðü �ï óýíïëï M(tv). Åöüóïí �ï ãñÜöçìá G[M(tv)] åßíáéÝíá óõíåê�éêü ãñÜöçìá êáé ç êïñõöÞ v âëÝðåé üëåò �éò êïñõöÝò áðü �ï óýíïëï M(tv) − {y}, �ïóýíïëï êïñõöþí �ïõ ìðïñåß íá äéáìåñéó�åß óå �ñßá óýíïëá A, B, êáé C, üðïõ A = {v}, �ï óýíïëï
B ðåñéÝ÷åé �ïõò ãåß�ïíåò �çò êïñõöÞò v, êáé C = {y}. Èåùñïýìå �éò áêüëïõèåò ðåñéð�þóåéò:(i) õðÜñ÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí äýï êïñõöÝò x, x′ ∈ M(tv) Ý�óé þó�å íá âëÝðïõí êÜèå êïñõöÞ áðü �ïóýíïëï M(tv). Ôü�å, x, x′ ∈ B êáé, åðïìÝíùò, ïé ðÝí�å êïñõöÝò u, v, x, x′, êáé y åðÜãïõí ó�ïãñÜöçìá G′ åß�å �ï ãñÜöçìá F1 åß�å �ï ãñÜöçìá F2. (ii) Ç êïñõöÞ y âëÝðåé �ïõëÜ÷éó�ïí äýïêïñõöÝò z, z′ áðü �ï óýíïëï M(tv). Ôü�å, z, z′ ∈ B êáé, åðïìÝíùò, ïé ðÝí�å êïñõöÝò u, v, z, z′,êáé y åðÜãïõí ó�ï ãñÜöçìá G′ åß�å �ï ãñÜöçìá F1 åß�å �ï ãñÜöçìá F2. 2¸ó�ù �þñá ü�é �ï ìïíïðÜ�é áðü �çí êïñõöÞ v ó�ïí êüìâï tuv ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáí N-êüìâï
t ó�ï äÝí�ñï T (G). ¼ðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, ï N-êüìâïò t �ïõ äÝí�ñïõ T (G) åðÜãåéÝíá áí�éðñïóùðåõ�éêü ãñÜöçìá G(t) ðïõ åßíáé Ýíá áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá êáé (S, K, R) íá åßíáé çäéáìÝñéóÞ �ïõ. Óçìåéþó�å ü�é v ∈ M(t) êáé åðïìÝíùò, ç êïñõöÞ v áíÞêåé óå Ýíá áðü �á óýíïëá
S, Þ K, Þ, M(r) üðïõ R = {r}.�åãïíüò 7.3. ¸ó�ù tuv Ýíáò P-êüìâïò, |M(tu)| = 1, êáé Ýó�ù �ï ìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï tvó�ïí êüìâï p(v) ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáí N-êüìâï t ó�ï äÝí�ñï T (G). ¸ó�ù (S, K, R) íáåßíáé ç äéáìÝñéóç �ïõ Ýíá áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(t). ÅÜí v ∈ S ∪ K Þ v ∈ M(r) êáé çêïñõöÞ v ÷Üíåé ìéá êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï M(r), �ü�å �ï ãñÜöçìá G′ äåí åßíáé Ýíá P4-sparseãñÜöçìá.Áðüäåéîç. ¸ó�ù t íá åßíáé ï ðñþ�ïò N-êüìâïò ó�ï ìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï p(v) ó�ïí tv.¸ó�ù ü�é ç êïñõöÞ v áíÞêåé ó�ï óýíïëï S �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(t). Åöüóïí |S| =
|K| ≥ 2, õðÜñ÷åé ìéá êïñõöÞ v′ ∈ S, v′ 6= v. �ñïóèÝ�ùí�áò �çí áêìÞ uv ó�ï ãñÜöçìá G, �ï P5

uvf(v)f(v′)v′ åìöáíßæå�áé ó�ï G′. ¸ó�ù �þñá v ∈ K êáé Ýó�ù let v′ ∈ K, v′ 6= v. Ôü�å, ïé ðÝí�åêïñõöÝò f−1(v), v, v′, f−1(v′), êáé u åðÜãïõí ó�ï ãñÜöçìá G′ �ï ãñÜöçìá F1. ÅðïìÝíùò, ó�çíðåñßð�ùóç ðïõ v ∈ S ∪K, �ï ãñÜöçìá G′ äåí åßíáé Ýíá P4-sparse.¸ó�ù ü�é v ∈ R êáé ìéá êïñõöÞ z ∈M(r). ¸ó�ù x ∈ S êáé y ∈ K íá åßíáé äýï êïñõöÝò �ïõáñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(t) = (S, K, R). �ñïóèÝ�ïí�áò �çí áêìÞ uv ó�ï ãñÜöçìá G, ïé ðÝí�åêïñõöÝò u, v, x, y êáé z �ïõ ãñáöÞìá�ïò G′ åðÜãïõí �ï ãñÜöçìá F1 ó�ï G′. 2�åãïíüò 7.4. ¸ó�ù ü�é ï êüìâïò tuv åßíáé Ýíáò P-êüìâïò, Ýó�ù |M(tu)| = 1, êáé Ýó�ù �ïìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï tv ó�ïí p(v) íá ðåñéÝ÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáí N-êüìâï t ó�ï äÝí�ñï T (G).¸ó�ù (S, K, R) ç äéáìÝñéóç �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(t) ìå R = {r}. ÅÜí, åß�å �ïìïíïðÜ�é áðü �ïí êüìâï tv ó�ïí p(v) ðåñéÝ÷åé ðáñáðÜíù áðü Ýíáí N-êüìâïõò Þ t 6= tv, �ü�å �ïãñÜöçìá G′ äåí åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá. 105



Áðüäåéîç. ¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé áêüìç Ýíáò N-êüìâïò, Ýó�ù, t′, ó�ï ìïíïðÜ�é êáé Ýó�ù (S′, K ′, R′)íá åßíáé ç äéáìÝñéóç �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(t′) ìå R′ = {r′}. Ôü�å, ç êïñõöÞ v ÷Üíåé�ïõëÜ÷éó�ïí ìéá êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï M(r′) åÜí M(r) ⊂M(r′) Þ ìéá êïñõöÞ áðü �ï M(r) åÜí
M(r′) ⊂M(r). ÅðïìÝíùò, �ï G′ äåí åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá (äåß�å �åãïíüò 7.3). ¸ó�ù �þñáü�é t 6= tv. Åöüóïí tuv åßíáé Ýíáò P-êüìâïò êáé t 6= tv, Ýðå�áé ü�é ï êüìâïò tv åßíáé Ýíáò S-êüìâïò(åÜí tv Þ�áí Ýíáò N-êüìâïò, �ü�å �ï ìïíïðÜ�é èá ðåñéåß÷å äýï N-êüìâïõò). Ôü�å, �ïõëÜ÷éó�ïí ìéáêïñõöÞ z ∈M(tv) âëÝðåé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ M(t). ¸ó�ù x, y ∈ S ïé äýï êïñõöÝò �ïõáñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(t). �ñïóèÝ�ïí�áò �çí áêìÞ uv ó�ï ãñÜöçìá G, ïé ðÝí�å êïñõöÝò u,
v, x, y êáé z �ïõ G′ åðÜãïõí �ï ãñÜöçìá F1 ó�ï G′. 2�åãïíüò 7.5. ¸ó�ù ï êüìâïò tuv íá åßíáé Ýíáò P-êüìâïò, Ýó�ù |M(tu)| = 1, êáé Ýó�ù ï êüìâïò
tv íá åßíáé ï N-êüìâïò ó�ï ìïíïðÜ�é áðü �ïí tv ó�ïí p(v) ó�ï äÝí�ñï T (G). ¸ó�ù (S, K, R)ç äéáìÝñéóç �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(tv) ìå R = {r}. ÅÜí �ï ãñÜöçìá G(tv) åßíáé Ýíáðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá, �ü�å �ï ãñÜöçìá G′ äåí åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá.Áðüäåéîç. ¸ó�ù x1, x2 ∈ S êáé y ∈ K �ñåéò êïñõöÝò �ïõ ðõêíïý áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(tv)Ý�óé þó�å ç y âëÝðåé êáé �éò äõï êïñõöÝò x1 êáé x2. �ñïóèÝ�ïí�áò �çí áêìÞ uv ó�ï ãñÜöçìá G,�ï �åëéêü ãñÜöçìá G′ ðåñéÝ÷åé �ï ãñÜöçìá F1 ùò Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá. 2Ôï ËÞììá 7.5 óõíåðÜãå�áé áð' åõèåßáò áðü �á �åãïíü�á 7.1{7.5.ËÞììá 7.6. ¸ó�ù ü�é ï êüìâïò tuv åßíáé Ýíáò N-êüìâïò, (S, K, R) åßíáé ç äéáìÝñéóç �ïõ áñá-÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(tuv), êáé |M(tu)| = 1. Ôü�å �ï ãñÜöçìá G′ åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìáåÜí êáé ìüíï åÜí åß�å S = {u, v} êáé R = ∅ Þ u ∈ S, v ∈ K, êáé �ï ãñÜöçìá G(tuv) åßíáé Ýíáðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá.Áðüäåéîç. ¸ó�ù R = {r}. Åî' ïñéìïý �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò Ý÷ïõìå íá èåùñÞóïõìå �éòðåñéð�þóåéò ãéá �éò êïñõöÝò u, v íá áíÞêïõí ó�ï óýíïëï S êáé M(r), êáé ïé äýï ó�ï S, êáé ó�ï Sêáé ó�ï K. ¸ó�ù �þñá u ∈ S êáé v ∈ M(r), êáé Ýó�ù x ∈ S − {u}. ÅÜí z, z′ ∈ K åßíá êïñõöÝòÝ�óé þó�å uzz′x åßíáé Ýíá P4 ó�ï ãñÜöçìá G(tuv) (êáé ó�ï G), �ü�å ïé êïñõöÝò u, v, z, z, z′ åðÜãïõíÝíá F1 ó�ï G′, êáé ãé'áõ�ü äåí åßíáé P4-sparse.Ôþñá õðïèÝó�å ü�é u, v ∈ S êáé Ýó�ù u′ êáé v′ íá áíÞêïõí ó�ï óýíïëï K Ý�óé þó�å uu′v′víá åßíáé Ýíá P4 �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. �ü�å, �ï ãñÜöçìá G′ ðåñéÝ÷åé Ýíá C4 uu′v′v. ¸ó�ù �þñá ü�é
R 6= ∅ êáé Ýó�ù R = {r} íá åßíáé Ýíáò êüìâïò (åóù�åñéêüò Þ öýëëï) �ïõ äÝí�ñïõ T (G). Ôü�å,�ï ãñÜöçìá G′ ðåñéÝ÷åé Ýíá P5 (äçëáäÞ, Ýíá house). ÅðïìÝíùò, R = ∅. ÅÜí |S| = |K| > 2, �ü�åáí �ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá åßíáé áñáéü, ïé êïñõöÝò u, v, u′, v′, y, üðïõ y ∈ K − {u′, v′} åðÜãåé Ýíá
P5, åíþ áí �ï �ïõ áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá åßíáé ðõêíü, ïé êïñõöÝò u, v, u′, v′, z, üðïõ z ∈ S − {u, v}åðÜãïõí Ýíá P5.ÔåëéêÜ, õðïèÝó�å ü�é u ∈ S, ç êïñõöÞ v ∈ K êáé �ï ãñÜöçìá G(tuv) åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝòãñÜöçìá Ý�óé þó�å |S| > 2 (óçìåéþó�å ü�é �á áñá÷íïåéäÞ ãñáöÞìá�á ìå |S| = 2 èåùñïýí�áé åðßóçòðõêíÜ). Ôü�å, v 6= f(u). Èåùñïýìå ìéá êïñõöÞ z ∈ K Ý�óé þó�å z 6= v êáé z 6= f(u). Ôü�å, �ïãñÜöçìá G′ ðåñéÝ÷åé �ï ãñÜöçìá F2 ùò Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá.Ôá ËÞììá�á 7.4{7.6 êáé �á Ó÷Þìá�á 7.3{7.6 äåß÷íïõí ü�é ï Ýëåã÷ïò �ùí ðåñéð�þóåùí ìÝóáó�á ëÞììá�á áðáé�åß íá áíÝâåé êáíåßò áðü �éò êïñõöÝò v, u ó�ï äÝí�ñï T (G) �ï ðïëý 4 åðßðåäá ðïõìðïñåß íá åðé�åõ÷èåß óå O(1) ÷ñüíï ÷ñçóéìïðïéþí�áò �ïõò äåßê�åò ãéá �ïí ðá�Ýñá óå êÜèå êüìâï.Åðéðñüóèå�á, äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé êáíåßò ü�é ç åíçìÝñùóç �ïõ md-äÝí�ñïõ ìðïñåß íá ãßíåé óå
O(1) ÷ñüíï. ¸�óé, Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.Èåþñçìá 7.1. ÕðÜñ÷åé Ýíáò âÝë�éó�ïò ìüíï-ðñïóèÞêçò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò ãéá �á P4-sparse ãñáöÞìá�á êáé äéá�Þñçóçò �ùí md-äÝí�ñùí �ïõò, ðïõ õðïó�çñßæåé êÜèå åéóáãùãÞ áêìÞòóå O(1) ÷ñüíï. 106



T (G): N tuv

b

u
︸ ︷︷ ︸

S

b

v

b

f(u)
︸ ︷︷ ︸

K

b

f(v)

=⇒

T (G′): SP
b

u

b

f(v)

P
b

v

b

f(u)

T (G): N tuv

b

u
︸ ︷︷ ︸

S

b

f−1(v)

b

f(u)
︸ ︷︷ ︸

K

b

v
A

=⇒

T (G′): S
b

v
P

b

f−1(v)
S

b

f(u)
P

b

u
A

T (G): thik N tuv

b

u S − {u}

b

v K − {v}
A

=⇒

T (G′): S
b

v
thik N

S − {u} K − {v}
P

b

u
AÓ÷Þìá 7.6: ÅéêïíïãñÜöçóç �ùí ðåñéð�þóåùí �ïõ ËÞììá�ïò 7.6 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò ó�ïmd-äÝí�ñï.7.3.2 Áöáßñåóç ìéáò ÁêìÞòÓ�çí åñãáóßá [101℄ �ï áêüëïõèï èåþñçìá Ý÷åé áðïäåé÷�åß.Èåþñçìá 7.2 (Shamir êáé Sharan [101℄). ¸ó�ù Π ìéá áõ�ïóõìðëçñùìá�éêÞ êëÜóç ãñáöçìÜ-�ùí. ¸ó�ù Alg Ýíáò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò ãéá Π-áíáãíþñéóç, ðïõ õðïó�çñßæåé åß�å ðñïóèÞêåòáêìþí ìüíï åß�å äéáãñáöÝò áêìþí ìüíï, êáé âáóßæå�áé ó�çí m-áðïóýíèåóç. Ôü�å ï áëãüñéèìïòAlg ìðïñåß íá åðåê�áèåß ãéá íá õðïó�çñßæåé êáé �éò äýï ðñÜîåéò ìå �çí ßäéá ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ.Åöüóïí �á P4-sparse ãñáöÞìá�á åßíáé áõ�ïóõìðëçñùìá�éêÜ (äåß�å ËÞììá 7.1), �ï Èåþñçìá 7.1åðéöÝñåé êáé �ï áêüëïõèï èåþñçìá.Èåþñçìá 7.3. ÕðÜñ÷åé Ýíáò âÝë�éó�ïò ìüíï-áêìÝò ðëÞñùò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçòãéá �á P4-sparse ãñáöÞìá�á êáé äéá�Þñçóçò �ïõ md-äÝí�ñïõ �ïõò, ðïõ õðïó�çñßæåé êÜèå �ñïðï-ðïßçóç áêìÞò óå O(1) ÷ñüíï.7.3.3 ÅéóáãùãÞ ìéáò ÊïñõöÞò¸ó�ù Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá G êáé ìéá êïñõöÞ x /∈ V (G) ðïõ åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå 0, ìå ìåñé-êÝò, Þ ìå üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ V (G). Óå áõ�Þí �çí åíü�ç�á äåß÷íïõìå ðþò íá áíáãíùñßóïõìååÜí �ï ãñÜöçìá G′ ìå óýíïëï êïñõöþí V (G) ∪ {x} åßíáé Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá, êáé åÜí åßíáé,107



äåß÷íïõìå ðùò èá áðïê�Þóïõìå �ï md-äÝí�ñï T (G′) �ïõ ãñáöÞìá�ïò G′ áðü �ï md-äÝí�ñï T (G)óå O(d) ÷ñüíï, üðïõ d åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðïõ åßíáé ãåé�ïíéêÝò ìå�çí êïñõöÞ x. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ó�çí åñãáóßá [61℄ Ýíáò áõîç�éêüò áëãüñéèìïò O(d)-÷ñüíïõðáñïõóéÜó�çêå ãéá �ï ðñüâëçìá áõ�ü. ï áëãüñéèìïò üìùò âáóßæå�áé óå äýï äïìÝò äåäïìÝíùí, Ýíáíðßíáêá êáé Ýíá otree (äçëáäÞ, Ýíá md-äÝí�ñï ìå ìüíï P- êáé S-êüìâïò), êáé ãé' áõ�ü äåí ìðïñïýìååýêïëá íá âáóéó�ïýìå ðÜíù �ïõ. Åðéðñüóèå�á, ó�çí åñãáóßá [83℄ Ýíáò áõîç�éêüò áëãüñéèìïò ãéá�çí êá�áóêåõÞ �ïõ md-äÝí�ñïõ åíüò ãñáöÞìá�ïò Ý÷åé äïèåß, ðïõ áðáé�åß O(V (G)) ÷ñüíï ãéá íáðñïóèÝóåé ìéá êïñõöÞ ó�ï ãñÜöçìá G. Ý�óé, O(V (G)) åßíáé Ýíá Üíù üñéï ãéá �çí ðñïóèÞêç ìéáòêïñõöÞò x.Áò êá�çãïñéïðïéÞóïõìå �ïõò åóù�åñéêïýò êüìâïõò �ïõ äÝí�ñïõ T (G) ùò ðñïò �çí êïñõöÞ xó�éò áêüëïõèåò �ñåéò êá�çãïñßåò: Ýíáò åóù�åñéêüò êüìâïò t åßíáé
x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêüò (x-fully-adjaent),
x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêüò (x-partly-adjaent),
x-ìç-ãåé�ïíéêüò (x-non-adjaent)åÜí êáé ìüíï åÜí ç êïñõöÞ x åßíáé ãåé�ïíéêÞ óå üëåò, ìüíï óå ìåñéêÝò, êáé óå êáìßá, áí�ßó�ïé÷á,�ùí êïñõöþí ó�çí áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M(t). Ç ðáñáðÜíù êá�çãïñéïðïßçóç åðåê�åßíå�áé ó�á öýëëá-êüìâïõò: Ýíá öýëëï-êüìâïò a åßíáé x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêüò Þ x-ìç-ãåé�ïíéêüò åÜí êáé ìüíï åÜí �ïöýëëï a åßíáé ãåé�ïíéêü Þ ìç-ãåé�ïíéêü áí�ßó�ïé÷á ó�çí êïñõöÞ x. �éá �ï ðëÞèïò �ùí x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêþí êüìâùí �ïõ äÝí�ñïõ T (G), ìðïñïýìå íá äåßîïõìå �çí áêüëïõèç ðáñá�Þñçóç:�áñá�Þñçóç 7.1. Ôï ðëÞèïò �ùí x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêþí êüìâùí �ïõ äÝí�ñïõ T (G) åßíáé ìéêñü�åñïáðü d− 1, üðïõ d �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí ó�ï ãñÜöçìá G ðïõ åßíáé ãåé�ïíéêÝò ìå �çí êïñõöÞ x.Áðüäåéîç. Ïé x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêïß êüìâïé ó÷çìá�ßæïõí Ýíá äÜóïò áðü õðïäÝí�ñá �ïõ T (G) ó�áïðïßá ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí öýëëùí åßíáé d. Ç ðáñá�Þñçóç Ýðå�áé áðü �ï ãåãïíüò ü�é êÜèååóù�åñéêüò êüìâïò ó�ï äÝí�ñï T (G) êáé óå áõ�Ü �á õðïäÝí�ñá Ý÷ïõí �ïõëÜ÷éó�ïí äýï ðáéäéÜ.Áðü �çí Üëëç, ãéá �ïõò x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêïýò êüìâïõò, åßíáé óçìáí�éêü íá åðéóçìÜíïõìå ü�é:P1: åÜí Ýíáò åóù�åñéêüò êüìâïò t �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) åßíáé x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêüò, �ü�å üëïéïé ðñüãïíïß �ïõ ó�ï äÝí�ñï T (G) åßíáé x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêïß.P2: ãéá êÜèå x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêü P-êüìâï tP �ïõ äÝí�ñïõ T (G), �ï õðïãñÜöçìá �ïõ G ðïõåðÜãå�áé áðü �çí áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M(tP ) ðåñéÝ÷åé äõï ìç-ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò a, b Ý�óé þó�åç êïñõöÞ a åßíáé ãåé�ïíéêÞ êáé ç êïñõöÞ b åßíáé ìç ãåé�ïíéêÞ ìå �çí êïñõöÞ x.P3: ãéá êÜèå x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêü S-êüìâï tS �ïõ äÝí�ñïõ T (G), �ï õðïãñÜöçìá �ïõ G ðïõåðÜãå�áé áðü �çí áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M(tS) ðåñéÝ÷åé ìéá áêìÞ ab Ý�óé þó�å ç êïñõöÞ a åßíáéãåé�ïíéêÞ êáé ç êïñõöÞ b åßíáé ìç ãåé�ïíéêÞ ìå �çí x.P4: ãéá êÜèå x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêü N-êüìâï tN �ïõ äÝí�ñïõ T (G), �ï õðïãñÜöçìá �ïõ G ðïõåðÜãå�áé áðü �çí áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M(tN ) ðåñéÝ÷åé êáé ìéá áêìÞ ab Ý�óé þó�å ç êïñõöÞ aåßíáé ãåé�ïíéêÞ êáé ç êïñõöÞ b åßíáé ìç ãåé�ïíéêÞ ìå �çí x áëëÜ êáé Ýíá æåýãïò áðü ìç-ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò a′, b′ Ý�óé þó�å ç êïñõöÞ a′ åßíáé ãåé�ïíéêÞ êáé ç êïñõöÞ b′ åßíáé ìçãåé�ïíéêÞ ìå �çí êïñõöÞ x.Ïé éäéü�ç�åò P2-P4 Ýðïí�áé áðü �ï ãåãïíüò ü�é ç áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá åíüò S-êüìâïõ åðÜãåé Ýíáóõíåê�éêü ãñÜöçìá, ç áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá åíüò P-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá ãñÜöçìá ðïõ �ï óõìðëÞñùìÜ�ïõ åßíáé óõíåê�éêü, êáé ç áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá åíüò N-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá ãñÜöçìá ðïõ åßíáé óõíåê�éêüêáé �ï óõìðëÞñùìÜ �ïõ åßíáé åðßóçò óõíåê�éêü. Åðéðñüóèå�á:108



ËÞììá 7.7. �éá êÜèå äõï x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêïýò êüìâïõò �ïõ äÝí�ñïõ T (G), �ï ãñÜöçìá G′åßíáé P4-sparse ìüíï åÜí Ýíáò áðü áõ�ïýò åßíáé ï ðñüãïíïò �ïõ Üëëïõ.Áðüäåéîç. ÕðïèÝó�å ü�é �ï äÝí�ñï T (G) ðåñéÝ÷åé äõï x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêïýò êüìâïõò t, t′ Ý�óéþó�å êáíÝíáò íá ìçí åßíáé ï ðñüãïíïò �ïõ Üëëïõ. Ôü�å, t, t′ åßíáé ïé åóù�åñéêïß êüìâïé �ïõäÝí�ñïõ T (G) êáé Ýó�ù ï êüìâïò ti íá åßíáé ï åëÜ÷éó�ïò êïéíüò ðñïêÜ�ï÷ïò �ùí t, t′, êáé tj êáé
tk íá åßíáé ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ ti ðïõ åßíáé áðüãïíïé �ùí t êáé t′ áí�ßó�ïé÷á. ÅðïìÝíùò, áðü �çíéäéü�ç�á P1, ïé êüìâïé tj êáé tk åßíáé x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêïß êüìâïé. Åðéðñüóèå�á, ï êüìâïò ti åßíáéåß�å Ýíáò P-êüìâïò åß�å Ýíáò S-êüìâïò (õðåíèõìßæïõìå ü�é �ï ðïëý Ýíá ðáéäß åíüò N-êüìâïõ åßíáéÝíáò åóù�åñéêüò êüìâïò). ¸�óé, äéáêñßíïõìå �éò áêüëïõèåò äýï ðåñéð�þóåéò:
◦ ï êüìâïò ti åßíáé Ýíáò P-êüìâïò: Ôü�å, ïé tj , tk åßíáé åß�å S- åß�å N-êüìâïé. óå ïðïéáäÞðï�åðåñßð�ùóç, õðÜñ÷ïõí ïé êïñõöÝò aj, bj ∈ M(tj) êáé ak, bk ∈ M(tk) Ý�óé þó�å ïé aj , bj åßíáéãåé�ïíéêÝò êáé ïé ak, bk åßíáé ãåé�ïíéêÝò (äåß�å �éò éäéü�ç�åò P3, P4). ÁëëÜ �ü�å, �ï ãñÜöçìá

G′ èá ðåñéÝ÷åé �ï P5 bjajxakbk, êáé åðïìÝíùò äåí èá åßíáé P4-sparse.
◦ ï êüìâïò ti åßíáé Ýíáò S-êüìâïò: Ç ðåñßð�ùóç åßíáé óõììå�ñéêÞ ìå �ç ðñïçãïýìåíç. Ïéêüìâïétj , tk åßíáé åß�å P- åß�å N-êüìâïé . óå ïðïéáäÞðï�å ðåñßð�ùóç, õðÜñ÷ïõí ïé êïñõöÝò

aj , bj ∈ M(tj) êáé ak, bk ∈ M(tk) Ý�óé þó�å aj , bj åßíáé ìç-ãåé�ïíéêÝò êáé ak, bk åßíáé ìç-ãåé�ïíéêÝò (äåß�å �éò éäéü�ç�åò P2, P4). ÁëëÜ �ü�å, �ï ãñÜöçìá G′ äåí èá åßíáé P4-sparseêáèþò èá ðåñéÝ÷åé Ýíá P 5 åðáãþìåíï áðü �éò êïñõöÝò aj , bj, x, ak, bk.¸ó�ù ρx = t0t1 · · · tk íá óõìâïëßæåé �ï ìïíïðÜ�é ó�ï äÝí�ñï T (G) ðïõ ðåñéÝ÷åé üëïõò �ïõ
x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêïýò êüìâïõò (ËÞììá 7.7) üðïõ ï êüìâïò t0 åßíáé ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ T (G)êáé tk åßíáé ï x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêüò êüìâïò ðïõ âñßóêå�áé ðéï ìáêñéÜ áðü �çí ñßæá. Ôü�å, �ïËÞììá 7.7 åðÜãåé ü�é ãéá êÜèå êüìâï ti, 0 ≤ i < k, êáèÝíá áðü �á ðáéäéÜ �ïõ ti, åê�üò áðü �ïíêüìâï ti+1, åßíáé åß�å x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêÜ Þ x-ìç-ãåé�ïíéêÜ. óçìåéþó�å ü�é ï ïñéóìüò �ïõ êüìâïõ tkåðÜãåé ü�é êáèÝíá áðü �á ðáéäéÜ �ïõ tk åßíáé åß�å x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêÜ Þ x-ìç-ãåé�ïíéêÜ êáé õðÜñ÷åé�ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ðáéäß êÜèå �Ý�ïéïõ �ýðïõ. Åðßóçò, ãéá �ïõò x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêïýò N-êüìâïõò,éó÷ýåé �ï áêüëïõèï:ËÞììá 7.8. ¸ó�ù t Ýíáò x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêüò N-êüìâïò �ïõ äÝí�ñïõ T (G) ðïõ ç áí�ßó�ïé÷çäéáìÝñéóç �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(t) åßíáé (S, K, R), êáé Ýó�ùü�é ç êïñõöÞ x åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå ìéá êïñõöÞ ó�ï óýíïëï S ∪ K. Ôü�å, �ï ãñÜöçìá G′ åßíáé
P4-sparse ìüíï åÜí ç êïñõöÞ x åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå üëï �ï óýíïëï S ∪K, Þ åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �ïóýíïëï K êáé ìç ãåé�ïíéêÞ ìå �ï óýíïëï S.Áðüäåéîç. �ñþ�á, õðïèÝó�å ü�é ç êïñõöÞ x äåí âëÝðåé �ï S áëëÜ âëÝðåé êÜðïéåò êïñõöÝò ki ∈ K.Ôü�å, ç êïñõöÞ x âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ kj ∈ K, åéäÜëëùò ïé êïñõöÝò x, ki, kj , s, s

′ åðÜãïõí Ýíá F1,üðïõ skikjs
′ åßíáé �ï ìïíáäéêü P4 �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò ðïõ Ý÷åé kikj ùò áêìÞ.ÕðïèÝó�å �þñá ü�é ç êïñõöÞ x âëÝðåé êÜðïéåò si ∈ S. Ôü�å, ç x âëÝðåé êÜèå sj ∈ S, åéäÜëëùòïé êïñõöÝò x, k, k′, si, sj åðÜãïõí Ýíá F 1 åÜí ç êïñõöÞ x åßíáé ãåé�ïíéêÞ êáé ìå �éò äýï êïñõöÝò

k, k′, Þ ìå Ýíá P5 åÜí ç êïñõöÞ x äåí åßíáé ãåé�ïíéêÞ ïý�å ìå �çí êïñõöÞ k, ïý�å êáé ìå �çí k′(óçìåéþó�å ü�é ìå âÜóç �ï áðï�ÝëåóìÜ ìáò ãéá �ï óýíïëï K, äåí ÷ñåéÜæå�áé íá èåùñÞóïõìå �çíðåñßð�ùóç üðïõ ç êïñõöÞ x åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå áêñéâþò ìéá êïñõöÞ áðü �éò k, k′), üðïõ sikk′sjåßíáé �ï (ìïíáäéêü) P4 �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò ìå �éò êïñõöÝò si, sj ó�ï óýíïëï êïñõöþí�çò. ÅðïìÝíùò, ç êïñõöÞ x âëÝðåé üëï �ï óýíïëï S. Ôü�å, ç êïñõöÞ x âëÝðåé üëï �ï óýíïëï Kåðßóçò. ÅÜí ç x ÷Üíåé êÜðïéá êïñõöÞ ki ∈ K �ü�å èá ÷Üíåé ïëüêëçñï �ï óýíïëï K. �ü�å, áðü �ïáðï�ÝëåóìÜ ìáò ãéá �ï óýíïëï K, ïé êïñõöÝò x, ki, kj , s, s
′ èá åðÜãïõí Ýíá C5, üðïõ skikjs

′ åßíáé�ï (ìïíáäéêü) P4 �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò ðïõ Ý÷åé �çí áêìÞ kikj .109



Áò èåùñÞóïõìå �çí äéáìÝñéóç �ïõ óõíüëïõ êïñõöþí M(t0) −M(tk) ⊂ V (G) ó�á áêüëïõèá�Ýóóåñá óýíïëá:
VP =

⋃

ti åßíáé Ýíáò P-êüìâïò (M(ti)−M(ti+1)) ,

VS =
⋃

ti åßíáé Ýíáò S-êüìâïò (M(ti)−M(ti+1)) ,

VNS
=

⋃

ti åßíáé Ýíáò N-êüìâïòS(ti),

VNK
=

⋃

ti åßíáé Ýíáò N-êüìâïòK(ti),üðïõ ãéá Ýíáí N-êüìâï ti, �á S(ti) êáé K(ti) åßíáé �á áíåîÜñ�ç�á óýíïëá êáé ç êëßêá �ïõ áñá÷íïåé-äïýò ãñáöÞìá�ïò ðïõ åðÜãå�áé áðü �çí áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M(ti). Ôü�å, êÜèå êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï
VP (áí�ßó�. VS) åßíáé ìç-ãåé�ïíéêÞ (áí�éó�. ãåé�ïíéêÞ) ìå �éò êïñõöÝò �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò
M(tk) åöüóïí ï åëÜ÷éó�ïò êïéíüò ðñïêÜ�ï÷ïò ti ó�ï äÝí�ñï T (G) åßíáé Ýíáò P-êüìâïò (áí�ßó�.S-êüìâïò), åíþ ïé äïìéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò õðïíïïýí ü�é êÜèå êïñõöÞ áðü�ï óýíïëï K(tj) (áí�ßó�. S(tj)) ãéá Ýíáí N-êüìâï tj åßíáé ãåé�ïíéêÞ (áí�éó�. ìç-ãåé�ïíéêÞ) ìå�éò êïñõöÝò �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(tk).Ç ðñïóèÞêç-êïñõöþí äéáäéêáóßá ìáò âáóßæå�áé ó�á áêüëïõèá ëÞììá�á:ËÞììá 7.9. ¸ó�ù ü�é ïé x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêïß êüìâïé �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) âñßóêïí�áé óå ÝíáìïíïðÜ�é t0t1 · · · tk, üðïõ tk åßíáé ï x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêüò êüìâïò ðïõ âñßóêå�áé ðéï ìáêñéÜ áðü�çí ñßæá t0 �ïõ äÝí�ñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò tk åßíáé Ýíáò P-êüìâïò �ü�å �ï ãñÜöçìá G′ åßíáé Ýíá
P4-sparse åÜí êáé ìüíï åÜí ìéá áðü �á �Ýóóåñéò áêüëïõèåò (áìïéâáßá áðïêëåéüìåíåò) ðåñéð�þóåéòéó÷ýåé:(i) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé �ï VS êáé �ï VNK

, êáé ÷Üíåé �ï VP êáé �ï VNS
.(ii) Ç êïñõöÞ x âëåðåé �á VS , VNK

, êáé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ, Ýó�ù y, �ïõ VP , êáé ÷Üíåé �ï VNSüðïõ(ii.1) ç êïñõöÞ y åßíáé Ýíá ðáéäß �ïõ êüìâïõ tk−2 (ðïõ åßíáé Ýíáò P-êüìâïò),(ii.2) ï êüìâïò tk−1 åßíáé Ýíáò S-êüìâïò ìå äýï ðáéäéÜ, �ïí êüìâï tk êáé �çí êïñõöÞ, Ýó�ù,
u (ðïõ åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �çí x), êáé(ii.3) ç êïñõöÞ x âëÝðåé üëåò �éò êïñõöÝò �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(tk) åê�üò áðü ìéáìïíáäéêÞ êïñõöÞ, Ýó�ù, b, ðïõ åßíáé Ýíá ðáéäß �ïõ tk.(iii) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé �ï VNK

, ïëüêëçñï åê�üò áðü ìéá êïñõöÞ, Ýó�ù, z, �ïõ VS , êáé ÷Üíåé �á
VP êáé VNS

üðïõ(iii.1) ç êïñõöÞ z åßíáé Ýíá ðáéäß �ïõ êüìâïõ tk−1 (ðïõ åßíáé Ýíáò S-êüìâïò), êáé(iii.2) ï êüìâïò tk Ý÷åé äýï ðáéäéÜ a, b, ðïõ åßíáé öýëëá Ý�óé þó�å ç a, ðïõ åßíáé ãåé�ïíéêÞìå �çí b, åßíáé ìç-ãåé�ïíéêÞ ìå �çí x.(iv) Ï êüìâïò tk−1 åßíáé Ýíáò N-êüìâïò ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá ðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìåáíåîÜñ�ç�ï óýíïëï S(tk−1), ç êïñõöÞ x âëÝðåé �á VS , VNK
, S(tk−1), êáé üëåò åê�üò áðüìéá êïñõöÞ, Ýó�ù, b, ó�çí áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M(tk), êáé ÷Üíåé �á VP êáé VNS

− S(tk−1).Áðüäåéîç. Äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé êáíåßò ü�é �ï ãñÜöçìá G′ åßíáé P4-sparse åÜí ç ðåñßð�ùóç(i) �ïõ ëÞììá�ïò éó÷ýåé: ó�ï md-äÝí�ñï �ïõ ãñáöÞìá�ïò G′, ç êïñõöÞ x êáé �á x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêÜðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ tk ó�ï äÝí�ñï T (G) åßíáé ðáéäéÜ åíüò S-êüìâïõ ðïõ åßíáé ðáéäß �ïõ tk. �éá110



�éò õðüëïéðåò ðåñéð�þóåéò, �ï Ó÷Þìá 7.7 äåß÷íåé �ï md-äÝí�ñï T (G′) (åßíáé åýêïëï íá åëÝãîåé �éòáí�ßó�ïé÷åò ãåé�íéÜóåéò), ðïõ åðéâåâáéþíïõí ü�é �ï ãñÜöçìá G′ åßíáé P4-sparse êáé óå áõ�Ýò åðßóçò.¸�óé, ÷ñåéÜæå�áé íá äåßîïõìå ü�é åÜí �ï G′ åßíáé P4-sparse áêñéâþò ìéá áðü �éò ðåñéð�þóåéò (i){(iv)éó÷ýåé.Åöüóïí ï êüìâïò tk åßíáé Ýíáò x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêüò P-êüìâïò �ü�å áðü �çí éäéü�ç�á P2 õðÜñ-÷ïõí áêñéâþò äõï êïñõöÝò a, b ∈M(tk) ðïõ åßíáé ìç-ãåé�ïíéêÝò ó�ï ãñÜöçìá G êáé Ý�óé þó�å ç xåßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �çí a êáé ìç-ãåé�ïíéêÞ ìå �çí b (ó�ï Ó÷Þìá 7.7, �ï A äçëþíåé üëá �á õðïäÝí�ñáìå ñßæá �á ðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ tk ðïõ åßíáé x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêÜ).�ñþ�á, óçìåéþíïõìå ü�é, ãéá íá åßíáé �ï G′ Ýíá P4-sparse:A1: ç x ðñÝðåé íá åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå üëåò åê�üò áðü ìéá êïñõöÞ ó�ï VS ∪ VNK
: åÜí ç x äåíÞ�áí ãåé�ïíéêÞ ìå �éò êïñõöÝò y, y′ ∈ VS ∪ VNK

, �ü�å ïé êïñõöÝò x, a, b, y, y′ åðÜãïõí ó�ï
G′ åß�å �ï F 1 åß�å �ï F 2 (äåß�å Ó÷Þìá 7.1) ðïõ åîáñ�Ü�áé áðü �ï ðü�å ïé êïñõöÝò y, y′ åßíáéãåé�ïíéêÝò Þ ü÷é, êáé Ý�óé �ï G′ äåí èá Þ�áí P4-sparse. Åðéðñüóèå�á, �ï ËÞììá 7.8 êáé�ï ãåãïíüò ü�é ç êëßêá �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò Ý÷åé ðëçèéêü�ç�á �ïõëÜ÷éó�ïí 2, ðïõåðÜãåé ü�é ç x âëÝðåé ïëüêëçñï �ï VNK

. Ý�óé, åÜí ç x äåí âëÝðåé ìéá êïñõöÞ y ∈ VS ∪ VNK
,�ü�å y ∈ VS .A2: ç êïñõöÞ x ðñÝðåé íá åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �ï ðïëý ìéá êïñõöÞ �ïõ VP : õðïèÝó�å ü�é ç xÞ�áí ãåé�ïíéêÞ ìå �éò êïñõöÝò z, z′ ∈ VP

. åöüóïí ï ðá�Ýñáò �ïõ tk åßíáé åß�å Ýíáò S- åß�åÝíáò N-êüìâïò, èá õðÜñ÷åé ìéá êïñõöÞ y ðïõ åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �éò a, b êáé ìç-ãåé�ïíéêÞ ìå�éò z, z′. �ü�å, åÜí ç y åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �çí x, ïé êïñõöÝò x, y, b, z, z′ åðÜãïõí Ýíá F1, åíþåÜí ç êïñõöÞ y åßíáé ìç-ãåé�ïíéêÞ ìå �çí x, ïé êïñõöÝò x, y, a, b, z åðÜãïõí Ýíá P5.A3: ç êïñõöÞ x ðñÝðåé íá ÷Üíåé üëá �á áíåîÜñ�ç�á óýíïëá áðü üëïõò �ïõò N-êüìâïõò ó�ïõðïìïíïðÜ�é t0t1 · · · tk−2: õðïèÝó�å ü�é ç êïñõöÞ x Þ�áí ãåé�ïíéêÞ ìå ìéá êïñõöÞ z ðïõáíÞêåé ó�ï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï S(ti) �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ïíêüìâï ti (0 ≤ i ≤ k − 2) . �ü�å, õðÜñ÷åé ìéá êïñõöÞ k ∈ K(ti) �Ý�ïéá þó�å ç êïñõöÞ k íáåßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �çí z, êáé áöïý ç x âëÝðåé �ï VNK
, ç k åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �çí x åðßóçò.åðéðëÝïí, Üó÷å�á ìå �ï åÜí ï êüìâïò tk−1 åßíáé Ýíáò S- Þ Ýíáò N-êüìâïò, õðÜñ÷åé ìéá êïñõöÞ

u ∈ M(tk−1) −M(tk) �Ý�ïéá þó�å ç u åßíáé ãåé�ïíéêÞ êáé ó�éò äýï êïñõöÝò a, b. �ü�å, åÜíç x åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �çí u, ïé êïñõöÝò x, z, k, u, b åðÜãïõí Ýíá F 1, åéäÜëëùò, ïé êïñõöÝò
x, z, k, u, a åðÜãïõí Ýíá P 5.Áðü �éò éäéü�ç�åò A1{A3, Ýðå�áé ü�é åÜí ï êüìâïò tk åßíáé ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ T (G), Þ åÜí ç xâëÝðåé �ï VS êáé ÷Üíåé �ï VP êáé ï êüìâïò tk−1 äåí åßíáé Ýíáò N-êüìâïò, �ü�å åöáñìüæå�áé çðåñßð�ùóç (i). ÕðïèÝó�å ó�çí óõíÝ÷åéá ü�é ï êüìâïò tk äåí åßíáé ç ñßæá êáé ü�é ç êïñõöÞ x âëÝðåé�çí y ∈ VP , Þ ÷Üíåé �çí z ∈ VS , Þ ï êüìâïò tk−1 åßíáé Ýíáò N-êüìâïò, êáé ü�é �ï ãñÜöçìá G′ åßíáé

P4-sparse. åöüóïí ï êüìâïò tk åßíáé Ýíáò P-êüìâïò, äéáêñßíïõìå �éò áêüëïõèåò ðåñéð�þóåéò:(a) ï êüìâïò tk−1 åßíáé Ýíáò S-êüìâïò: �ü�å, õðÜñ÷åé ìéá êïñõöÞ u ∈ M(tk−1) −M(tk) �Ý�ïéáþó�å ç u åßíáé ãåé�ïíéêÞ êáé ó�éò äýï a, b.
◦ ÕðïèÝó�å ü�é ç x âëÝðåé �çí y ∈ VP . Ôü�å, ç êïñõöÞ x âëÝðåé �çí u, åéäÜëëùò ïé êïñõöÝò

x, y, u, a, b åðÜãïõí Ýíá P5. Åðßóçò, ç y åßíáé Ýíá ðáéäß �ïõ êüìâïõ tk−2: åÜí ç y Þ�áí Ýíáðáéäß �ïõ ti, üðïõ i < k − 2, �ü�å ï êüìâïò ti+1 èá Þ�áí Ýíáò S- Þ Ýíáò N-êüìâïò êáé ãé'áõ�ü èá õðÜñ÷åé ìéá êïñõöÞ v Ý�óé þó�å ç v íá âëÝðåé �éò u, a, b. �ü�å, ïé êïñõöÝò x, y, u, v, bÞ ïé x, y, u, v, a èá åðÜãïõí Ýíá F 1 ðïõ åîáñ�Ü�áé áðü �ï ðü�å ç x åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �çí vÞ ü÷é. Ó�ç óõíÝ÷åéá, ç êïñõöÞ u åßíáé �ï ìïíáäéêü ðáéäß �ïõ tk−1 åê�üò áðü �ïí êüìâï tk
. åÜí õðÞñ÷áí ïé êïñõöÝò u, u′ ∈ M(tk−1)−M(tk), �ü�å ïé êïñõöÝò x, y, u, u′, b èá åðÜãïõí
F 1 Þ Ýíá F 2 ðïõ åîáñ�Ü�áé áðü �ï åÜí ïé u, u′ åßíáé ãåé�ïíéêÝò Þ ü÷é. ÔåëéêÜ, ç êïñõöÞ xäåí ìðïñåß íá ÷Üíåé �éò êïñõöÝò b, b′ ∈M(tk), áöïý �ü�å ïé êïñõöÝò x, y, u, b, b′ èá åðÜãïõíÝíá F1 Þ Ýíá F2. Áõ�Þ áêñéâþò åßíáé ç ðåñßð�ùóç (ii).111



◦ ÕðïèÝó�å ü�é ç x ÷Üíåé �çí z ∈ VS . ÅðåéäÞ ç z ∈ VS , ç êïñõöÞ z åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �éòêïñõöÝò u, a, b. ÅÜí ç z äåí Þ�áí Ýíá ðáéäß �ïõ tk−1, �ü�å ç x åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �çí u(óçìåéþó�å ü�é u ∈ VS), êáé åðåéäÞ ï êüìâïò tk−2 åßíáé Ýíáò P- Þ N-êüìâïò, õðÜñ÷åé ìéáêïñõöÞ v ∈ M(tk−2) �Ý�ïéá þó�å ç v íá ÷Üíåé �éò a, b, åíþ ç êïñõöÞ v åßíáé ãåé�ïíéêÞìå �çí z . �ü�å, åÜí ç x åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �çí v, ïé êïñõöÝò x, z, u, v, b åðÜãïõí Ýíá P 5åéäÜëëùò ïé êïñõöÝò x, z, u, v, a åðÜãïõí Ýíá F 1. ¸�óé, ç z åßíáé Ýíá ðáéäß �ïõ êüìâïõ
tk−1. ÅðéðëÝïí, ç x ÷Üíåé áêñéâþò Ýíá ðáéäß ó�çí áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M(tk) . åÜí Ý÷áíå äýï
b, b′ ∈ M(tk), �ü�å ïé êïñõöÝò x, z, a, b, b′ èá åðÜãïõí Ýíá F1 Þ Ýíá F2. ÔåëéêÜ, åÜí ç xÝâëåðå �éò a, a′ ∈ M(tk), �ü�å ïé êïñõöÝò x, z, a, a′, b èá åðÜãïõí Ýíá F 1 Þ Ýíá F 2. Áõ�Þáêñéâþò åßíáé ç ðåñßð�ùóç (iii).(b) ï êüìâïò tk−1 åßíáé Ýíáò N-êüìâïò: �ü�å, áðü �çí éäéü�ç�á A1, ç x âëÝðåé �çí êëßêá K(tk−1)�ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(tk−1). ¸ó�ù k ∈ K(tk−1). åðïìÝíùò, ç êïñõöÞ k åßíáé ãåé�ïíéêÞìå �éò x, a, b.

◦ ÕðïèÝó�å ü�é ç x äåí âëåðåé �ïí áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï S(tk−1) �ïõ G(tk−1). Ôü�å ç x ÷Üíåé�ïVNS
. Ç êïñõöÞ x ÷Üíåé åðßóçò �ï VP : åÜí Ýâëåðå �çí y ∈ VP , �ü�å ïé êïñõöÝò x, y, k, s, bèá åðÜãïõí Ýíá F1, üðïõ s ∈ S(tk−1) åßíáé Ýíáò ãåß�ïíáò �çò k. Åðéðñüóèå�á, ç x âëÝðåé �ï

VS : åÜí Ý÷áíå �çí z ∈ VS , �ü�å ïé êïñõöÝò x, y, k, s′, b èá åðÜãïõí Ýíá F 1, üðïõ s′ ∈ S(tk−1)åßíáé ìéá ìç-ãåé�ïíéêÞ êïñõöÞ �çò k. Áõ�ü êáëýð�å�áé áðü �çí ðåñßð�ùóç (i).
◦ ÕðïèÝó�å ü�é ç x âëÝðåé �ï S(tk−1). Ôü�å, ç êïñõöÞ x âëÝðåé �ï VS : åÜí Ý÷áíå �çí z ∈

VS , �ü�å ïé êïñõöÝò x, z, s, a, b èá åðÜãïõí Ýíá F 2, üðïõ ç s ∈ S(tk−1). Åðéðñüóèå�á, çêïñõöÞ x ÷Üíåé �ï VP : åÜí Ýâëåðå �çí y ∈ VP , �ü�å ïé êïñõöÝò x, y, s, k, b åðÜãïõí Ýíá F1,üðïõ ïé êïñõöÝò s ∈ S(tk−1) êáé k ∈ K(tk−1) åßíáé ìç-ãåé�ïíéêÝò. Áõ�Þ áêñéâþò åßíáé çðåñßð�ùóç (iv).ËÞììá 7.10. ¸ó�ù ü�é ïé x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêïß êüìâïé �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) âñßóêïí�áé óåÝíá ìïíïðÜ�é t0t1 · · · tk, üðïõ ï êüìâïò tk åßíáé ï x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêüò êüìâïò ðïõ âñßóêå�áé ðéïìáêñéÜ áðü �çí ñßæá t0 �ïõ äÝí�ñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò tk åßíáé Ýíáò S-êüìâïò �ü�å �ï G′ åßíáé
P4-sparse åÜí êáé ìüíï åÜí ìéá áðü �éò áêüëïõèåò �Ýóóåñéò ðåñéð�þóåéò (áìïéâáßá áðïêëåéüìåíåò)éó÷ýïõí:(i) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé �á VS êáé VNK

, êáé ÷Üíåé �á VP êáé VNS
.(ii) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé �ï VNK

, ïëüêëçñï åê�üò áðü ìéá êïñõöÞ, Ýó�ù, y, �ïõ VS, êáé ÷Üíåé�á VP êáé VNS
üðïõ(ii.1) ç êïñõöÞ y åßíáé Ýíá ðáéäß �ïõ êüìâïõ tk−2 (ðïõ åßíáé Ýíáò S-êüìâïò),(ii.2) ï êüìâïò tk−1 åßíáé Ýíáò P-êüìâïò ìå äýï ðáéäéÜ, �ïí êüìâï tk êáé ìéá êïñõöÞ, Ýó�ù,

u (ðïõ åßíáé ìç-ãåé�ïíéêÞ ìå �çí x), êáé(ii.3) ç êïñõöÞ x âëÝðåé ìüíï ìéá êïñõöÞ �çò áõ�ï�åëïýò-ìïíÜäáò M(tk), ðïõ åßíáé Ýíá ðáéäß�ïõ tk.(iii) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé �á VS, VNK
, êáé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ, Ýó�ù, z, �ïõ VP , êáé ÷Üíåé �ï

VNS
üðïõ(iii.1) ç êïñõöÞ z åßíáé Ýíá ðáéäß �ïõ êüìâïõ tk−1 (ðïõ åßíáé Ýíáò P-êüìâïò), êáé(iii.2) ï êüìâïò tk Ý÷åé äýï ðáéäéÜ a, b, ðïõ åßíáé öýëëá Ý�óé þó�å ç a åßíáé ãåé�ïíéêÞ êáé ç
b åßíáé ìç-ãåé�ïíéêÞ ìå �çí x. 112
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AAAÓ÷Þìá 7.7: ÅéêïíïãñÜöçóç �ùí ðåñéð�þóåùí (ii), (iii), (iv) �ïõ ËÞììá�ïò 7.9 êáé ïé áíÜëïãåòåíçìåñþóåéò �ïõ md-äÝí�ñïõ.(iv) Ï êüìâïò tk−1 åßíáé Ýíáò N-êüìâïò ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìåêëßêá K(tk−1), ç êïñõöÞ x ÷Üíåé �á VP , VNS

, K(tk−1), ïëüêëçñá åê�üò áðü ìéá êïñõöÞ,Ýó�ù, b ∈M(tk), êáé âëÝðåé �ï VS êáé VNK
−K(tk−1).Áðüäåéîç. Åöüóïí �á P4-sparse ãñáöÞìá�á åßíáé áõ�ïóõìðëçñùìá�éêÜ (omplement-invariant)(ËÞììá 7.1), èåùñïýìå �ï ãñÜöçìá G: �ï md-äÝí�ñï �ïõ T (G) åßíáé ðáíïìïéü�õðï ó�çí äïìÞ ìå�ï äÝí�ñï T (G) åê�üò �ïõ ü�é ïé P-êüìâïé ìå�á�ñÜðçêáí óå S-êüìâïõò êáé áí�ßó�ñïöá, �á áñáéÜáñá÷íïåéäÞ ãñáöÞìá�á ìå�á�ñÜðçêáí óå ðõêíÜ êáé áí�ßó�ñïöá, êáèþò ïé êëßêåò êáé �á áíåîÜñ�ç�áóýíïëá åíáëëÜóóïí�áé. Åöüóïí Ýíáò êüìâïò ó�ï äÝí�ñï T (G) åßíáé x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêüò åÜíêáé ìüíï åÜí ï áí�ßó�ïé÷ïò êüìâïò ó�ï äÝí�ñï T (G) åßíáé x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêüò, �ï ËÞììá 7.9åöáñìüæå�áé êáé ìáò äßíåé �éò éêáíÝò êáé áíáãêáßåò óõíèÞêåò ãéá íá åßíáé �ï G′ Ýíá P4-sparse.Ìå�á�ñÝðïí�áò �ïõò P- êáé S-êüìâïõò, �á áñáéÜ êáé ðõêíÜ áñá÷íïåéäÞ ãñáöÞìá�á, �éò êëßêåò �ïõòêáé �á áíåîÜñ�ç�á óýíïëá, êáé ìå �éò ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò �çò x óå áõ�Ýò �éò óõíèÞêåò, áðïê�ïýìå�éò óõíèÞêåò �ïõ ëÞììá�ïò, ðïõ åßíáé ïé éêáíÝò êáé áíáãêáßåò óõíèÞêåò ãéá �ï ãñÜöçìá G′ íá åßíáéÝíá P4-sparse.ËÞììá 7.11. ¸ó�ù ü�é ïé x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêïß êüìâïé �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) âñßóêïí�áé óåÝíá ìïíïðÜ�é t0t1 · · · tk, üðïõ ï êüìâïò tk åßíáé ï x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêüò êüìâïò ðïõ âñßóêå�áé ðéï113
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S ∪ {y} K ∪ {x}Ó÷Þìá 7.8: ÅéêïíïãñÜöçóç �ùí ðåñéð�þóåùí (i) êáé (ii.2) �ïõ ËÞììá�ïò 7.11 êáé ïé áíÜëïãåòåíçìåñþóåéò ó�ï md-äÝí�ñï.ìáêñéÜ áðü �çí ñßæá t0 �ïõ äÝí�ñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò tk åßíáé Ýíáò N-êüìâïò êáé ç äéáìÝñéóç�ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(tk) åßíáé (S, K, R), �ü�å �ï ãñÜöçìá G′ åßíáé Ýíá P4-sparse åÜíêáé ìüíï åÜí ïé óõíèÞêåò áðü �éò áêüëïõèåò �ñåéò (áìïéâáßá áðïêëåéüìåíåò) ðåñéð�þóåéò éó÷ýïõí:(i) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé �ï S ∪K (êáé ÷Üíåé �ï M(r) üðïõ R = {r}): ç êïñõöÞ x âëÝðåé �ï VSêáé VNK

, êáé ÷Üíåé �á VP êáé VNS
, �ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ïí êüìâï

tk åßíáé ðõêíü, êáé ï êüìâïò r åßíáé öýëëï.(ii) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé �ï K (êáé ÷Üíåé �ï S): ìéá áðü �éò áêüëïõèåò �ñåéò ðåñéð�þóåéòéó÷ýïõí:(ii.1) ç êïñõöÞ x âëÝðåé �á VS êáé VKN
, êáé ÷Üíåé �á VP êáé VNS

.(ii.2) ç êïñõöÞ x âëÝðåé �á VS, VNK
, êáé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ, Ýó�ù, y, �ïõ VP , êáé ÷Üíåé�ï VNS

üðïõ y åßíáé Ýíá ðáéäß �ïõ tk−1, �ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ïíêüìâï tk åßíáé áñáéü, êáé üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ M(r) (åÜí R = {r}) åßíáé ãåé�ïíéêÜ ìå�çí êïñõöÞ x.(ii.3) ç êïñõöÞ x âëÝðåé �ï VNK
, ïëüêëçñï åê�üò áðü ìéá êïñõöÞ, Ýó�ù, y, �ïõ VS , êáé ÷Üíåé�á VP êáé VNS

üðïõ ç y åßíáé Ýíá ðáéäß �ïõ êüìâïõ tk−1, �ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ðïõáí�éó�ïé÷åß ó�ïí êüìâï tk åßíáé ðõêíü, êáé üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ M(r) (åÜí R = {r})åßíáé ìç-ãåé�ïíéêÜ ìå �çí êïñõöÞ x.(iii) Ç êïñõöÞ x ÷Üíåé �ï S ∪K (êáé âÝðåé �ï M(r) üðïõ R = {r}): ç êïñõöÞ x âëÝðåé �á VSêáé VNK
, êáé ÷Üíåé �á VP êáé VNS

, �ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ïí êüìâï
tk åßíáé áñáéü, êáé ï êüìâïò r åßíáé öýëëï.Ç äéáäéêáóßá ðïõ ÷åéñßæå�áé �çí ðñïóèÞêç ìéáò êïñõöÞò x âñßóêåé �ïí êüìâï tk êáé åêìå-�áëëåýå�áé �á ËÞììá�á 7.9{7.11 ãéá íá åëÝãîåé êáé íá �ñïðïðïéÞóåé êá�Üëëçëá �ï äÝí�ñï T (G).Äïõëåýåé üðùò öáßíå�áé ó�ïí Áëãüñéèìï 11.Ç ïñèü�ç�á �çò äéáäéêáóßáò Ýðå�áé áðü �á ËÞììá�á 7.9{7.11 êáé �éò áêüëïõèåò ðáñá�çñÞóåéò:�áñá�Þñçóç 7.2. ¼�áí ïëïêëçñþíå�áé �ï ÂÞìá 2,

◦ �ï óýíïëï �ùí êüìâùí �ïõ äÝí�ñïõ T (G) ðïõ äåß÷íïí�áé áðü �á ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ Fullåßíáé áêñéâþò �ï óýíïëï �ùí x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêþí êüìâùí.114



Äéáäéêáóßá Add Vertex(vertex x)1. Partial ← ∅;êá�áóêåýáóå ìéá ïõñÜ Q ðïõ �á ó�ïé÷åßá �çò åßíáé äåßê�åò óå êáèÝíá áðü �á öýëëá �ïõ T (G)ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò �çò x;while ç ïõñÜ Q åßíáé ìç-êåíÞ doáöáßñåóå áðü �çí Q Ýíá ó�ïé÷åßï (äçëáäÞ, Ýíáí äåßê�ç óå Ýíáí êüìâï,Ýó�ù, t, �ïõ äÝí�ñïõ T (G));áýîçóå �ï counter-ðåäßï �ïõ ðá�Ýñá p(t) �ïõ t êá�Ü 1 êáé Ýó�ù ç íÝá �éìÞ �ïõ val;if val åßíáé ßóç ìå 1then åéóÞãáãå ó�ï Partial Ýíáí äåßê�ç ó�ïí p(t);if val åßíáé ßóç ìå �ï ðëÞèïò �ùí ðáéäéþí �ïõ p(t)then åéóÞãáãå ó�çí Q Ýíáí äåßê�ç ó�ïí ðá�Ýñá p(t);
{ï êüìâïò t åßíáé x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêüò}2. Full← óýíïëï áðü äåßê�åò óå êáèÝíá áðü �á öýëëá �ïõ T (G) ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò ãåé�ï-íéêÝò êïñõöÝò �çò x;for êÜèå ó�ïé÷åßï a �ïõ óõíüëïõ Partial doÝó�ù t ï êüìâïò �ïõ T (G) ðïõ �ïí äåß÷íåé ï a;if ç �éìÞ �ïõ counter-ðåäßïõ �ïõ t åßíáé ßóç ìå �ï ðëÞèïò �ùí ðáéäéþí �ïõ tthen áöáßñåóå �ï a áðü �ï Partial êáé åéóÞãáãÝ �ï ó�ï Full;
{ï êüìâïò t åßíáé x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêüò}èÝóå �ï counter-ðåäßï �ïõ t ßóï ìå 0;else ìÜñêáñå �ïí t ùò \partial;"3. for êÜèå ó�ïé÷åßï a �ïõ óõíüëïõ Partial doÝó�ù t Ýíáò êüìâïò �ïõ T (G) ðïõ äåß÷íå�áé áðü �ï a;if êáíÝíáò ðá�Ýñáò, ðáððïýò êáé ðñïðáððïýò �ïõ t, (åÜí õðÜñ÷ïõí) åßíáé \partial"then åê�ýðùóå false (äçëáäÞ, �ï G′ äåí åßíáé P4-sparse); return;ìÜñêáñå �ïí ðá�Ýñá, ðáððïý êáé �ïí ðñïðáððïý �ïõ t, (åÜí õðÜñ÷ïõí) ùò \overed;"äéÝó÷éóå �ï óýíïëï Partial êáé Ýëåãîå �á áêüëïõèá:if õðÜñ÷ïõí äýï Þ ðåñéóóü�åñá ó�ïé÷åßá �ïõ Partial ðïõ äåß÷íïõí óå êüìâïõò ðïõ äåí åßíáé\overed"then åê�ýðùóå false (äçëáäÞ, �ï G′ äåí åßíáé P4-sparse); return;Ýó�ù ï ìïíáäéêüò êüìâïò ó�ï Partial ðïõ äåí åßíáé \overed", t′;4. Ìå âÜóç �ï åÜí ï êüìâïò t′ åßíáé Ýíáò P-êüìâïò, S-êüìâïò, Þ N-êüìâïò, Ýëåãîå ðïéá áðü �éòðåñéð�þóåéò �ïõ ËÞììá 7.9, 7.10, êáé 7.11, áí�ßó�ïé÷á, éó÷ýåé, êáé �ñïðïðïßçóå êá�Üëëçëá�ï äÝí�ñï T (G);if êáìßá áðü �éò ðåñéð�þóåéò �ùí áí�ßó�ïé÷ùí ëçììÜ�ùí äåí éó÷ýïõíthen åê�ýðùóå false (äçëáäÞ, �ï G′ äåí åßíáé P4-sparse); return;5. for êÜèå ó�ïé÷åßï a �ïõ óõíüëïõ Partial doáðïìÜêñõíå �ï ìáñêÜñéóìá �ïõ êüìâïõ �ïõ T (G) ðïõ äåß÷íåé �ï a êáéèÝóå �ï counter-ðåäßï �ïõ ßóï ìå 0;Áëãüñéèìïò 11: Add Vertex

◦ �ï óýíïëï �ùí êüìâùí �ïõ äÝí�ñïõ T (G) ðïõ äåß÷íïí�áé áðü �á ó�ïé÷åßá �ïõ óõíüëïõ Partialåßíáé Ýíá õðïóýíïëï �ïõ óõíüëïõ �ùí x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêþí êüìâùí.115



Åðéðñüóèå�á, ï êüìâïò t′ ðïõ âñßóêå�áé ó�ï ÂÞìá 3 åßíáé áêñéâþò ï x-ìåñéêþò-ãåé�ïíéêüò êüì-âïò tk ðïõ âñßóêå�áé ðéï ìáêñéÜ áðü �ç ñßæá.�áñá�Þñçóç 7.3. �éá êÜèå \partial" êüìâï t óå áðüó�áóç �ïõëÜ÷éó�ïí 3 áðü �çí ñßæá �ïõäÝí�ñïõ T (G), åÜí êáíÝíáò áðü �ïõò ðá�Ýñá, ðáððïý, ðñïðÜððïõ �ïõ t åßíáé \partial", �ü�å �ïãñÜöçìá G′ äåí åßíáé P4-sparse.Áðüäåéîç. ¸ðå�áé áðü �éò ðåñéð�þóåéò ó�á ËÞììá�á 7.9{7.11 (Ý�óé þó�å �ï G′ åßíáé P4-sparse)êáé áðü �ï ãåãïíüò ü�é ï ðá�Ýñáò åíüò P-êüìâïõ (áí�ßó�. S-êüìâïõ) äå ìðïñåß íá åßíáé ÝíáòP-êüìâïò (áí�ßó�. S-êüìâïò). óçìåéþó�å ü�é åöüóïí êáé ó�á �ñßá ëÞììá�á, ç êïñõöÞ x âëÝðåé �ï
VNK

êáé ïëüêëçñï åê�üò áðü Ýíá ó�ïé÷åßï �ïõ VS , �ü�å üëïé ïé S-êüìâïé, åê�üò �ï ðïëý áðü Ýíáí,êáé üëïé ïé N-êüìâïé åßíáé \partial."�éá �çí ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ �çò äéáäéêáóßáò, ÷ñåéáæüìáó�å �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá:�áñá�Þñçóç 7.4. Ôï ìÝãåèïò �ïõ óõíüëïõ Partial ü�áí ïëïêëçñþíå�áé �ï ÂÞìá 1 åßíáé ëéãü�åñïáðü 2d, üðïõ d åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí �ïõ G ðïõ åßíáé ãåé�ïíéêÝò ìå �çí x.Áðüäåéîç. Óçìåéþó�å ü�é ç ðëçèéêü�ç�á �ïõ óõíüëïõ Partial åßíáé ìéêñü�åñç áðü �çí ðëçèéêü�ç�á�ïõ óõíüëïõ Full êáé �ï ðëÞèïò �ùí \partial" êüìâùí (äåß�å ÂÞìá 2). Ïé �áñá�çñÞóåéò 7.1 êáé7.2 õðïíïïýí ü�é ç ðëçèéêü�ç�á �ïõ óõíüëïõ Full åßíáé ìéêñü�åñç áðü d. Åðéðñüóèå�á, êÜèå\partial" êüìâïò Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá ðáéäß ó�ï óýíïëï Full . åöüóïí Ýíáò êüìâïò �ïõ T (G)Ý÷åé áêñéâþò Ýíáí ðá�Ýñá-êüìâï, �ï ðëÞèïò �ùí \partial" êüìâùí åßíáé åðßóçò ìéêñü�åñï áðü d.¸ðå�áé ç ðáñá�Þñçóç.Ç �áñá�Þñçóç 7.4 åðÜãåé ü�é �ï ÂÞìá 1 ÷ñåéÜæå�áé O(d) ÷ñüíï, áöïý Ýíáò êüìâïò �ïõ äÝí�ñïõ
T (G) åéóÜãå�áé �ï ðïëý ìéá öïñÜ ó�çí ïõñÜ Q (êáé ó�ï Partial), ç åéóáãùãÞ êáé ç äéáãñáöÞó�ïé÷åßùí ìðïñïýí íá ãßíïõí óå ó�áèåñü ÷ñüíï, êáé ìðïñïýìå íá ðñïóðåëÜóïõìå �ïí ðá�Ýñá åíüòêüìâïõ óå ó�áèåñü ÷ñüíï. �áñüìïéá, �ï ÂÞìá 2 ÷ñåéÜæå�áé O(d) ÷ñüíï üðùò åðßóçò êáé �ïÂÞìá 3. óçìåéþó�å ü�é ïé ðá�Ýñåò, ïé ðáððïýäåò êáé ïé ðñïðáððïýäåò åíüò êüìâïõ ðñïóðåëïýí�áéóå ó�áèåñü ÷ñüíï áêïëïõèþí�áò �ïõò 3 äåßê�åò áðü �ïõò ðá�Ýñáò-ðáéäéþí. ¸íáò åîáí�ëç�éêüòÝëåã÷ïò �ùí ðåñéð�þóåùí ó�á ËÞììá�á 7.9{7.11 åðéâåâáéþíåé ü�é �ï ÂÞìá 4 ìðïñåß åðßóçò íá ãßíåéóå O(d) ÷ñüíï: ìå�áêéíïýìáó�å áðü �ïí êüìâï t′ ó�çí ñßæá (Ýíá ìïíïðÜ�é ìÞêïõò O(d) ìå âÜóç�éò �áñá�çñÞóåéò 7.2 êáé 7.3) êáé åëÝã÷ïõìå åÜí ç x âëÝðåé �ï VNK

êáé åÜí âëÝðåé �ï VS Þ ÷ÜíåéÝíá áðü �á ó�ïé÷åßá �ïõò (ãéá �çí �åëåõ�áßá ðåñßð�ùóç, åðåîåñãáæüìáó�å áíÜëïãá �éò ðåñéð�þóåéò)
. áðü �ïõò õðüëïéðïõò ãåß�ïíåò �çò x êáé �ïí �ýðï �ïõ êüìâïõ tk, ìðïñïýìå íá åëÝãîïõìå êáé íá÷åéñéó�ïýìå �éò õðüëïéðåò ðåñéð�þóåéò. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é ï Ýëåã÷ïò åÜí ç êïñõöÞ x ÷ÜíåéÝíá óýíïëï X åðé�õã÷Üíå�áé åß�å êïé�Üæïí�áò åÜí ï êüìâïò t âñßóêå�áé ó�ï óýíïëï Full (åÜí
X = M(t)) åß�å åöïäéÜæïí�áò êá�Üëëçëá üëåò �éò ãåé�ïíéêÝò êïñõöÝò �çò x (ð.÷., åÜí X = VNS

).Åêìå�áëëåõüìåíïé �ïõò äåßê�åò-ðá�Ýñá êáé �ï ãåãïíüò ü�é ç �éìÞ �ïõ counter-ðåäßï åíüò êüìâïõåßíáé ßóç ìå �ï ðëÞèïò �ùí ðáéäéþí �ïõ ðïõ åßíáé x-ðëÞñç-ãåé�ïíéêÜ, ìðïñïýìå íá äïýìå ï óõíïëéêüòõðïëïãéóìüò ó�ï ÂÞìá 4 ìðïñåß íá åê�åëåó�åß óå O(d) ÷ñüíï. Ôåëéêþò, �ï ÂÞìá 5 öáßíå�áé ü�é÷ñåéÜæå�áé O(d) ÷ñüíï. ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå ü�é:Èåþñçìá 7.4. ¸ó�ù Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá G. Ç ðñïóèÞêç ìéáò êïñõöÞò x /∈ G âáèìïý d ó�ïãñÜöçìá G′ ìðïñåß íá åê�åëåó�åß óå O(d) ÷ñüíï.
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7.3.4 ÄéáãñáöÞ ìéáò ÊïñõöÞò¸ó�ù v ∈ V (G) ìéá êïñõöÞ ìå d ðñïóêåßìåíåò áêìÝò ó�ï ãñÜöçìá G ðïõ ðñüêåé�áé íá äéáãñáöåß.ÅðïìÝíùò, �ï ãñÜöçìá G′ ðïõ ðñïêýð�åé ìå�Ü �çí äéáãñáöÞ �çò êïñõöÞò v åßíáé Ýíá P4-sparseãñÜöçìá ùò Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá �ïõ G (äåß�å ËÞììá 7.1). ÅðïìÝíùò åðéêåí�ñùíüìáó�åó�çí êá�Üëëçëç åíçìÝñùóç �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) Ý�óé þó�å íá áðïê�Þóïõìå �ï md-äÝí�ñï T (G′).�ñþ�á áò èåùñÞóïõìå �çí ðåñßð�ùóç ðïõ v ∈ S ∪K ãéá êÜðïéïí N-êüìâï t Ý�óé þó�å ç äéáìÝ-ñéóç �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(t) åßíáé (S, K, R). Äéáêñßíïõìå �éò áêüëïõèåò ðåñéð�þóåéò:(i) v ∈ S: �ñþ�á õðïèÝó�å ü�é S = {v, v′}, K = {k, k′}, êáé Ýó�ù ç v íá åßíáé ãåé�ïíéêÞ ìå �çí
k: �ü�å, �ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá áí�éêáèßó�á�áé áðü Ýíáí S-êüìâï ìå ðáéäéÜ �çí êïñõöÞ k′êáé Ýíáí P-êüìâï . åÜí R = ∅, �ü�å áõ�üò ï P-êüìâïò Ý÷åé ùò ðáéäéÜ �éò êïñõöÝò v′ êáé k,áëëéþò åÜí R = {r}, Ý÷åé ðáéäéÜ �çí êïñõöÞ v′ êáé Ýíáí S-êüìâï ìå ðáéäéÜ �çí êïñõöÞ k êáé�ïí êüìâï r. Ôþñá õðïèÝó�å ü�é |S| = |K| ≥ 3 êáé Ýó�ù f(v) = k ∈ K. ÅÜí �ï áñá÷íïåéäÝòãñÜöçìá åßíáé áñáéü �ü�å: åÜí R = ∅, �ü�å ìå�Ü �çí äéáãñáöÞ �çò êïñõöÞò v, ç k äéáãñÜöå�áéáðü �ï óýíïëï K êáé óõíäÝå�áé ìå Ýíáí äåßê�ç ãéá �ï óýíïëï R. åÜí R = {r}, �ü�å ç käéáãñÜöå�áé áðü �ï K êáé åÜí ï êüìâïò r åßíáé Ýíáò S-êüìâïò �ü�å ç k ãßíå�áé ðáéäß, áëëéþò�çí èÝóç �ïõ êüìâïõ r �çí áí�éêáèéó�Ü Ýíáò íÝïò S-êüìâïò ìå ðáéäéÜ �çí k êáé �ïí êüìâï r.ÅÜí �ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá åßíáé ðõêíü, �ü�å ìå�Ü �çí áöáßñåóç �çò v, ç êïñõöÞ k âëÝðåéüëåò �éò õðüëïéðåò êïñõöÝò ó�çí áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá M(t). Ý�óé, ï N-êüìâïò t áí�éêáèßó�á�áéáðü Ýíáí S-êüìâï ìå ðáéäéÜ �çí êïñõöÞ k êáé �ïí êüìâï t áöïý åß÷áìå áöáéñÝóåé �éò êïñõöÝò
v, k.(ii) v ∈ K: Åöüóïí �ï óõìðëÞñùìá åíüò áñáéïý áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò åßíáé Ýíá ðõêíü áñá-÷íïåéäÝò ãñÜöçìá (êáé áí�ßó�ñïöá) ìå �çí êëßêá êáé �ï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï áí�ßó�ñïöá (êáéåÜí R = {r}, ïé P- êáé S-êüìâïé ó�ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ïí êüìâï r áí�éó�ñáìÝíïé åðßóçò),ç ðåñßð�ùóç åßíáé óõììå�ñéêÞ ìå �çí ðñïçãïýìåíç êáé ÷ñåéÜæå�áé �çí ßäéá ðïëõðëïêü�ç�á÷ñüíïõ ãéá íá ÷åéñéó�åß.(iii) R = {v}: Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, ç êïñõöÞ v äéáãñÜöå�áé, êáé áðïê�Üìå Ýíá áñá÷íïåéäÝòãñÜöçìá ìå R = ∅.Ó�ç óõíÝ÷åéá èåùñïýìå �çí ðåñßð�ùóç üðïõ ï ðá�Ýñáò-êüìâïò p(v) �çò v ó�ï äÝí�ñï T (G) åßíáéÝíáò P- Þ S-êüìâïò. åÜí ï p(v) Ý÷åé ðáñáðÜíù áðü äýï ðáéäéÜ, åðáñêåß íá äéáãñÜøïõìå �çí êïñõöÞ

v. �áñ' üëá áõ�Ü, ðñïóï÷Þ ÷ñåéÜæå�áé åÜí ï p(v) Ý÷åé ìüíï äýï ðáéäéÜ, ó�çí ðåñßð�ùóç �çò ïðïßáòï áäåñöüò u �çò v ÷ñåéÜæå�áé íá óõíäåèåß ìå �ïí ðáððïý p(p(v)) �çò v . åðéðëÝïí, åÜí ï u êáé ï
p(p(v)) åßíáé êáé ïé äýï P- Þ S-êüìâïé, �ü�å �á ðáéäéÜ �ïõ u ãßíïí�áé ðáéäéÜ �ïõ p(p(v)). Ó�çíåñãáóßá [101℄, Ý÷åé äåé÷�åß ðþò ç �åëåõ�áßá ðåñßð�ùóç ìðïñåß íá ÷åéñéó�åß óå O(d) ÷ñüíï üðïõ ïéêüìâïé ðïõ óõììå�Ý÷ïõí åßíáé P- Þ S-êüìâïé . ç �å÷íéêÞ áõ�Þ ìðïñåß åýêïëá íá ÷ñçóéìïðïéçèåßáðü �ïí áëãüñéèìü ìáò ìå �ç ßäéá ðïëõðëïêü�ç�á ÷ñüíïõ. Åðéðñüóèå�á, óå ïðïéáäÞðï�å áðü �éòõðüëïéðåò äýï ðåñéð�þóåéò ü�áí ï ðá�Ýñáò-êüìâïò p(v) Ý÷åé 2 ðáéäéÜ, äçëáäÞ, åÜí ï áäåñöüò u �çò
v åßíáé Ýíáò N-êüìâïò Þ åÜí ï ðáððïýò p(p(v)) åßíáé Ýíáò N-êüìâïò, �ü�å ï êüìâïò u óõíäÝå�áé ùòðáéäß �ïõ p(p(v)) (äåí õðÜñ÷åé ðñüâëçìá Ý÷ïí�áò Ýíáí N-êüìâï ìå R = {r} üðïõ ï r åßíáé åðßóçòÝíáò N-êüìâïò).Äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé êáíåßò ü�é üëåò ïé ðáñáðÜíù ðåñéð�þóåéò õðïó�çñßæïí�áé óå O(d)÷ñüíï. ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.ËÞììá 7.12. Ç äéáãñáöÞ ìéáò êïñõöÞò v åíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò G ìðïñåß íá åê�åëåó�åß óå
O(d) ÷ñüíï, üðïõ d åßíáé ï âáèìüò �çò êïñõöÞò v ó�ï ãñÜöçìá G.Óõãêåí�ñþíïí�áò üëåò �éò ðåñéð�þóåéò Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèï âáóéêü áðï�Ýëåóìá.117



Èåþñçìá 7.5. ÕðÜñ÷åé Ýíáò ðëÞñùò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò ãéá �á P4-sparse ãñá-öÞìá�á êáé äéá�Þñçóçò �ïõ md-äÝí�ñïõ �ïõò, ðïõ õðïó�çñßæåé åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò êïñõöþíêáé áêìþí êáé åê�åëåß�áé óå O(d) ÷ñüíï ãéá êÜèå ðñÜîç ðïõ åìðëÝêåé d áêìÝò.7.4 ÓõìðåñÜóìá�áÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á åðéëýïõìå �ï äõíáìéêü ðñüâëçìá áíáãíþñéóçò ãéá �çí êëÜóç �ùí P4-sparseãñáöçìÜ�ùí: ï óêïðüò ìáò åßíáé íá ÷åéñéó�ïýìå ðñüóèåóç êáé äéáãñáöÞ áêìþí/êïñõöþí, íá á-íáêáëýøïõìå ðü�å �Ý�ïéåò �ñïðïðïéÞóåéò åðéöÝñïõí Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá êáé óå ðåñßð�ùóç ðïõáëçèåýåé, íá åíçìåñþóåé êá�Üëëçëá �çí áíáðáñÜó�áóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Ç áí�éìå�þðéóÞ ìáò âá-óßæå�áé ó�çí äéá�Þñçóç �ïõ md-äÝí�ñïõ �ïõ ãñáöÞìá�ïò �ï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá �çí åðßëõóç�ïõ ðñïâëÞìá�ïò áíáãíþñéóçò. Áðïäåéêíýïõìå äïìéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ äÝí�ñïõ êáé ðå�õ÷áßíïõìåÝíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ðïõ õðïó�çñßæåé �ñïðïðïéÞóåéò áêìþí (åéóáãùãÝòêáé äéáãñáöÝò) óå O(1) ÷ñüíï êáé �ñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí (åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò) óå O(d)÷ñüíï ãéá êïñõöÞ âáèìïý d.Óå ó÷Ýóç ìå �çí âåë�éó�ü�ç�á, åßíáé åíäéáöÝñïí íá êá�ïñèþóåé êáíåßò Ýíáí áëãüñéèìï ó�á-èåñïý ÷ñüíïõ ãéá �çí åíçìÝñùóç �ïõ êïììá�éáóìÝíïõ áðïóõíèå�éêïý äÝí�ñïõ ó�çí ðåñßð�ùóçäéáãñáöÞò êïñõöÞò åíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò. ÅðéðëÝïí, äõíáìéêïß áëãüñéèìïé Ý÷ïõí ðñï�áèåßðïõ õðïó�çñßæïõí áêìÝò êáé êïñõöÝò �ñïðïðïéÞóåéò óå O(n) ÷ñüíï êá�Ü áêìÞò �ñïðïðïßçóçò êáéóå O(nm) ÷ñüíï êá�Ü êïñõöÞò �ñïðïðïßçóçò ãéá �ñéãùíéêÜ (hordal) ãñáöÞìá�á. ÂÜóç áõ�þí�ùí áðï�åëåóìÜ�ùí, Ýíáò ìðïñåß íá åîå�Üóåé ðñïò �çí êá�åýèõíóç Ýñåõíáò åÜí õðÜñ÷åé ðéï áðï-�åëåóìá�éêüò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò ãéá �çí êëÜóç �ùí �ñéãùíéêþí (hordal) êáé äéáó�çìÜ�ùí(interval) ãñáöçìÜ�ùí (Ýíáò áêìÝò-ìüíï äõíáìéêüò áëãüñéèìïò åßíáé ãíùó�üò ãéá �á äéáó�Þìá�á(interval) ãñáöÞìá�á ðïõ õðïó�çñßæåé êÜèå �ñïðïðïßçóç áêìÞò óå O(n log n) ÷ñüíï) êáé, áêüìáðåñéóóü�åñï, ãéá Üëëåò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí.
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ÊåöÜëáéï 8 ÂÝë�éó�ïò �áñÜëëçëïòÁëãüñéèìïò ãéá �ï �ñüâëçìá�çò ÅðéêÜëõøçò ìå ÌïíïðÜ�éáóå P4-sparse �ñáöÞìá�á
8.1 ÅéóáãùãÞ8.2 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò êáé Ïñéóìïß8.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜ�éá óå P4-sparse �ñáöÞìá�á8.4 Ôá ÄÝí�ñá Ìïíïðá�éþí �ùí P4-sparse �ñáöçìÜ�ùí8.5 Áêïëïõèßá Áãêõëþí óå N-êüìâïõò8.6 Ï ÂÝë�éó�ïò Áëãüñéèìïò8.7 ÓõìðåñÜóìá�á
8.1 ÅéóáãùãÞ¸íá ðïëý ãíùó�ü ðñüâëçìá ìå ðëåéÜäá ðñáê�éêþí åöáñìïãþí ó�çí èåùñßá ãñáöçìÜ�ùí åßíáé çåýñåóç êáé ç áíáöïñÜ �ïõ åëÜ÷éó�ïõ ðëÞèïõò ìïíïðá�éþí ìå ìç-êïéíÝò êïñõöÝò Ý�óé þó�å üëá �áìïíïðÜ�éá íá åðéêáëýð�ïõí �éò êïñõöÝò åíüò ãñáöÞìá�ïò (path over problem). Ôï ðñüâëçìá áõ-�ü, ãíùó�ü ùò �ï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá, âñßóêåé åöáñìïãÝò, ìå�áîý ðïëëþí Üëëùí,ó�éò ðåñéï÷Ýò �çò ó÷åäßáäçò âÜóçò äåäïìÝíùí, äéê�ýùí, âåë�éó�ïðïßçóçò êþäéêá (äåß�å [2, 38℄) êáéåßíáé ãíùó�ü ü�é ç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá êáèþò êáé ðïëëÝò äéáöïñïðïéÞóåéò �ïõ ðñïâëÞìá�ïòåßíáé NP-omplete [38℄. ¸íá ãñÜöçìá ðïõ åðé�ñÝðåé Ýíá ìïíïðÜ�é åðéêÜëõøçò ìåãÝèïõò Ýíá á-íáöÝñå�áé ùò Hamiltonian. ¸�óé, �ï ðñüâëçìá �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïíßóï ìå äõóêïëßá üóï �ï ðñüâëçìá �çò áðüöáóçò åÜí Ýíá ãñÜöçìá Ý÷åé Ýíá Hamiltonian ìïíïðÜ�é(Hamiltonian path). 119



Ç ìåëÝ�ç ãñáöçìÜ�ùí ìå ëßãá P4 Ý÷åé ðñáê�éêÝò åöáñìïãÝò ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �çí ÷ñïíïäñï-ìïëüãçóç åîå�Üóåùí êáé �çí óçìáóéïëïãßá ïìáäïðïßçóçò [29, 70℄. Áõ�Ýò ïé åöáñìïãÝò êßíçóáí�éò èåùñç�éêÝò êáé áëãïñéèìéêÝò ìåëÝ�åò ðñïâëçìÜ�ùí ãéá �çí êëÜóç �ùí ographs, ðïõ äåí ðåñéÝ-÷ïõí êáíÝíá P4. Åðåê�åßíïí�áò �çí Ýííïéá åíüò P4-free ãñáöÞìá�ïò, ðïëëÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí,üðùò ç êëÜóç �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí, áðïê�Þèçêáí áðïêëåßïí�áò ìå äéÜöïñïõò �ñüðïõò �çíáðïõóßá �ùí P4.�éï óõãêåêñéìÝíá, ç êëÜóç �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí, ïñßæå�áé ùò ç êëÜóç ðïõ ðåñéÝ÷åé �áãñáöÞìá�á åêåßíá ãéá �á ïðïßá êÜèå óýíïëï ðÝí�å êïñõöþí åðÜãåé �ï ðïëý Ýíá Ü÷ïñäï ìïíïðÜ�é�åóóÜñùí êïñõöþí [52℄. Áõ�Þ ç êëÜóç Ý÷åé ìåëå�çèåß ãéá ðïëëÜ êáé êëáóéêÜ ðñïâëÞìá�á âåë�éó�ï-ðïßçóçò. ¸íáò ðáñÜëëçëïò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò åíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò ìå n êïñõöÝò Ý÷åéäïèåß ó�çí åñãáóßá [71℄ ðïõ �ñÝ÷åé óå O(log2 n) ÷ñüíï ÷ñçóéìïðïéþí�áò O(n2+nm
log n

) EREW-PRAMåðåîåñãáó�Ýò. Ïé Giakoumakis et al. ó�çí åñãáóßá [39℄ åðßëõóáí, ìáæß ìå �ï ðñüâëçìá áíáãíþñé-óçò, �ï ðñüâëçìá åýñåóçò �ïõ áñéèìïý êëßêáò, �ïõ åõó�áèÞ áñéèìïý êáé �ïõ ÷ñùìá�éêïý áñéèìïýãéá �Ý�ïéá ãñáöÞìá�á óå ãñáììéêü áêïëïõèéáêü ÷ñüíï (ãñáììéêü åííïïýìå óå O(n + m) ÷ñüíï,üðïõ n êáé m åßíáé �ï ðëÞèïò êïñõöþí êáé áêìþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò, áí�ßó�ïé÷á). ÅðéðëÝïí, ó�çíßäéá åñãáóßá ìåëÝ�çóáí �çí hamiltoniity ãéá �çí êëÜóç �ùí P4-tidy ãñáöçìÜ�ùí (ìéá êá�ÜëëçëçõðåñêëÜóç �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí). Óå Ýíá ðáñÜëëçëï ðåñéâÜëëïí, �ï ðñüâëçìá �ïõ ìÝãéó�ïõ�áéñéÜóìá�ïò (maximum mathing) ãéá �çí ïéêïãÝíåéá �ùí P4-tidy ãñáöçìÜ�ùí Ý÷åé ìåëå�çèåß[97℄ êáé Ýíáò âÝë�éó�ïò áëãüñéèìïò ãéá �ï ðñüâëçìá áõ�ü ðñï�Üèçêå, äïèÝí�ïò �ïõ md-äÝí�ñïõåíüò P4-tidy ãñáöÞìá�ïò.Ïé Nakano et al. ó�çí åñãáóßá [85℄ ó�ï �Ýëïò �çò åñãáóßáò �ïõò Üöçóáí áíïé÷�ü �ï ðñüâëçìá�çò åöáñìïãÞò �çò �å÷íéêÞò �ïõò óå Üëëåò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí, åê�üò áðü �á ographs. Êéíïý-ìåíïé áðü �ï èÝìá áõ�ü ãåíéêåýïõìå �çí �å÷íéêÞ �ïõò óå ìéá êá�Üëëçëç õðåñêëÜóç �ùí ographs.Óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï åðåê�åßíïõìå �çí ïéêïãÝíåéá �Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ êá�Ý÷ïõí âÝë�éó�åòëýóåéò ãéá �ï ðñüâëçìá �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá. ¸�óé, ðñï�åßíïõìå ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ãéá�ï ðñüâëçìá ðñï�åßíïí�áò Ýíáí ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ðïõ �ñÝ÷åé óå O(log n) ÷ñüíï ìå O(n/ log n)åðåîåñãáó�Ýò ó�ï EREW PRAM ìïí�Ýëï.Ôï êåöÜëáéï åßíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Ó�çí äåý�åñç åíü�ç�á åäñáéþíïõìå �çí óçìåéïãñáößáêáé �çí ïñïëïãßá ìáò êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á. �éï óõãêåêñéìÝíá, äåß÷íïõ-ìå äïìéêÝò éäéü�ç�åò ãéá �çí êëÜóç �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí, êáé �çí ìïíáäéêÞ �ïõò äåíäñéêÞáíáðáñÜó�áóç. Áíáöåñüìáó�å åðßóçò ó�á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí (ìéá êá�Üëëçëç äïìÞ ãéá �çí áíá-ðáñÜó�áóç �ùí ìïíïðá�éþí åðéêÜëõøçò) êáé óå ìéá êëáóéêÞ �å÷íéêÞ �áéñéÜóìá�ïò áãêõëþí ðïõ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ó�ïí áëãüñéèìü ìáò. Ó�çí �ñß�ç åíü�ç�á ðáñïõóéÜæïõìå �á ìïíïðÜ�éá ðïõ åì-öáíßæïí�áé ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá ãéá Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá, åíþ ó�çí �Ý�áñ�ç åíü�ç�áðåñéãñÜöïõìå �á áí�ßó�ïé÷á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí ðïõ ðñÝðåé íá êá�áóêåõÜóïõìå Ý�óé þó�å íá á-ðïê�Þóïõìå �á åðéèõìç�Ü ìïíïðÜ�éá. Ó�çí ðÝìð�ç åíü�ç�á ðåñéãñÜöïõìå �çí áêïëïõèßá áãêõëþíðïõ ðñÝðåé íá ðñïêýøåé óå Ýíáí óõãêåêñéìÝíï �ýðïõ êüìâïõ �ïõ md-äÝí�ñïõ êáé ó�çí Ýê�ç åíü�ç�áðñï�åßíïõìå Ýíáí âÝë�éó�ï ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ãéá �ï ðñüâëçìá �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá ãéáÝíá P4-sparse ãñÜöçìá. ÔÝëïò, ó�çí Ýâäïìç åíü�ç�á, óõíïøßæïõìå �ï êåöÜëáéï êáé ðáñáèÝ�ïõìåðéèáíÝò åðåê�Üóåéò.8.2 ÂáóéêÝò ¸ííïéåò êáé ÏñéóìïßÈåùñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êá�åõèõíüìåíá ãñáöÞìá�á ÷ùñßò ðïëëáðëÝò áêìÝò. ¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá
G ìå óýíïëï êïñõöþí V (G) êáé óýíïëï áêìþí E(G). Ôï õðïãñÜöçìá åíüò ãñáöÞìá�ïò G ðïõåðÜãå�áé áðü Ýíá õðïóýíïëï S �ïõ óõíüëïõ êïñõöþí V (G) áíáöÝñå�áé ùò G[S]. �éá Ýíá õðïóýíïëïêïñõöþí S �ïõ ãñáöÞìá�ïò G, ïñßæïõìå �ï ãñÜöçìá G−S := G[V (G)−S] êáé ãñÜöïõìå ìå G−v�ï ãñÜöçìá G[V (G) − {v}]. Ìéá êëßêá (lique) åßíáé Ýíá óýíïëï áðü üëá �á æåýãç ãåé�ïíéêþí120
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v10Ó÷Þìá 8.1: ¸íá ìç-óõíåê�éêü P4-sparse ãñÜöçìá êáé �ï áí�ßó�ïé÷ï md-äÝí�ñï �ïõ.êïñõöþí . Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï (stable set) åßíáé Ýíá óýíïëï áðü üëá �á æåýãç ìç-ãåé�ïíéêþíêïñõöþí.Ç ãåé�ïíéÜ (neighborhood) N(x) ìéáò êïñõöÞò x ∈ V (G) åßíáé �ï óýíïëï üëùí �ùí êïñõöþí�ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðïõ åßíáé ãåé�ïíéêÝò ìå �çí êïñõöÞ x. Ç êëåéó�Þ ãåé�ïíéÜ (losed neighbor-hood) �çò êïñõöÞò x ïñßæå�áé ùò N [x] := {x} ∪ N(x). Ï âáèìüò (degree) ìéáò êïñõöÞò x ó�ïãñÜöçìá G, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå d(x), åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí ðñïóêåßìåíùí áêìþí ó�çí êïñõöÞ x.äçëáäÞ d(x) = |N(x)|. ÅÜí äýï êïñõöÝò x êáé y åßíáé ãåé�ïíéêÝò óå Ýíá ãñÜöçìá G, èá ëÝìå ü�é çêïñõöÞ x âëÝðåé (sees) �çí êïñõöÞ y. åéäÜëëùò èá ëÝìå ü�é ç êïñõöÞ x ÷Üíåé (misses) �çí êïñõöÞ
y. Åðåê�åßíïõìå áõ�Þí �çí Ýííïéá óå óýíïëá êïñõöþí: �ï óýíïëï êïñõöþí Vi ⊆ V (G) âëÝðåé(÷Üíåé) �ï óýíïëï êïñõöþí Vj ⊆ V (G) åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèå êïñõöÞ x ∈ Vi âëÝðåé (÷Üíåé) êÜèåêïñõöÞ y ∈ Vj .8.2.1 P4-sparse �ñáöÞìá�á�áñáêÜ�ù, ãßíå�áé ìéá áíáóêüðçóç �ùí ÷áñáê�çñéóìþí êáé �ùí äïìéêþí éäéï�Þ�ùí �ùí P4-sparseãñáöçìÜ�ùí êáé áðïäåéêíýïí�áé áðï�åëÝóìá�á ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí�áé áðü �ïí áëãüñéèìü ìáò ãéá�çí åðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá åíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò. �éï óõ-ãêåêñéìÝíá, ãéá �çí êëÜóç �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí, ïé Giakoumakis êáé Vanherpe [40℄ Ýäåéîáíü�é:ËÞììá 8.1. ¸ó�ù G Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýó�ù T (G) �ï md-äÝí�ñï �ïõ. Ôï ãñÜöçìá G åßíáé
P4-sparse åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå Í-êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ T (G), �ï ãñÜöçìá G(t) åßíáé Ýíááñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R) êáé êáìßá êïñõöÞ �ïõ óõíüëïõ S ∪ K äåí åßíáéåóù�åñéêüò êüìâïò ó�ï äÝí�ñï T (G).Ôï ðáñáðÜíù ëÞììá åðÜãåé ü�é êÜèå N-êüìâïò t �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) åíüò P4-sparse ãñáöÞìá-�ïò G Ý÷åé 2k Þ 2k + 1 ðáéäéÜ, üðïõ |S| = |K| = k ≥ 2 êáé |R| ≤ 1 . �á óýíïëá S, K, êáé Ró÷çìá�ßæïõí �çí äéáìÝñéóç �ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò G(t). �éï óõãêåêñéìÝíá, ï N-êüìâïò tÝ÷åé k ðáéäéÜ ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�ï óýíïëï S, k ðáéäéÜ ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�ï óýíïëï K, êáé åß�åêáíÝíá Üëëï ðáéäß åÜí R = ∅ Þ Ýíá áêñéâþò åðéðëÝïí ðáéäß åÜí R 6= ∅ (óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç,
|R| = 1 êáé áõ�ü �ï ðáéäß åßíáé ç ñßæá åíüò õðïäÝí�ñïõ �ïõ T (G)). Ôá ðáéäéÜ ðïõ áí�éó�ïé÷ïýíó�ï óýíïëï S êáé ó�ï K åßíáé öýëëá ó�ï äÝí�ñï T (G) êáé, åðïìÝíùò, åßíáé êïñõöÝò �ïõ G, åíþ�ï ðáéäß ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï óýíïëï R, åÜí R 6= ∅, åßíáé åß�å Ýíá öýëëï (äçëáäÞ, ìéá êïñõöÞ �ïõ
G) åß�å Ýíáò åóù�åñéêüò êüìâïò ìå åðéãñáöÞ P, S, Þ N.121



Ôï md-äÝí�ñï T (G) ðïõ ðáñïõóéÜæå�áé ó�ï Ó÷Þìá 8.1 ðåñéÝ÷åé äýï N-êüìâïõò, äçëáäÞ, �ïõòêüìâïõò t2 êáé t5. Ôï ãñÜöçìá G(t2) åßíáé Ýíá ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìå åð�Ü êïñõöÝò êáéìå äéáìÝñéóç S = {v1, v2, v3}, K = {v6, v7, v8}, êáé R = {t4}, åíþ �ï ãñÜöçìá G(t5) åßíáéåðßóçò Ýíá ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá �åóóÜñùí êïñõöþí ìå äéáìÝñéóç S = {v4, v5}, K =

{v9, v10}, êáé R = ∅. Ôï ãñÜöçìá G[M(t2)] åßíáé Ýíá áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá (ü÷é ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝòãñÜöçìá) ìå R = {v11, v12}, êáé �ï ãñÜöçìá G[M(t5)] åßíáé åðßóçò Ýíá áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá(ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá) ìå R = ∅.Âáóéæüìåíïé óå �å÷íéêÝò ðïõ ðåñéãñÜöçêáí ó�á [73, 85℄, Ý�óé þó�å íá äéåõêïëýíïõìå êáé íá å-ðéóðåýóïõìå ïñéóìÝíåò äéáäéêáóßåò �ïõ áëãïñßèìïõ ìáò, �ñïðïðïéïýìå �ï äÝí�ñï T (G): êÜíïõìåäõáäéêü �ï äÝí�ñï T (G) ìå �Ý�ïéï �ñüðï þó�å êÜèå åóù�åñéêüò êüìâïò ìå åðéãñáöÞ P Þ S íáÝ÷åé áêñéâþò äõï ðáéäéÜ. óõìâïëßæïõìå ìå Tb(G) �ï �ñïðïðïéçìÝíï äÝí�ñï. Ôï áñéó�åñü êáé äåîßðáéäß åíüò åóù�åñéêïý P-êüìâïõ Þ S-êüìâïõ t �ïõ Tb(G) èá óõìâïëßæå�áé ìå tl êáé tr, áí�ßó�ïé÷á.Óçìåéþó�å ü�é åÜí �ï äÝí�ñï T (G) Ý÷åé ìüíï N-êüìâïõò �ü�å �ï äÝí�ñï Tb(G) óõìðßð�åé ìå �ïäÝí�ñï T (G).¸ó�ù �ï ãñÜöçìá G[M(t)] íá äçëþíåé �ï õðïãñÜöçìá ðïõ åðÜãå�áé áðü �á öýëëá ðïõ åßíáéáðüãïíïé �ïõ êüìâïõ t ó�ï äÝí�ñï Tb(G), êáé Ýó�ù L(t) íá äçëþíåé �ï ðëÞèïò �ùí öýëëùí ðïõåßíáé áðüãïíïé �ïõ êüìâïõ t ó�ï äÝí�ñï Tb(G), äçëáäÞ, �ï ðëÞèïò �ùí êïñõöþí ó�ï ãñÜöçìá
G[M(t)]. ËÝìå ü�é �ï äÝí�ñï Tb(G) åßíáé áñéó�åñü (leftist), êáé �ï óõìâïëßæïõìå ìå Tbl(G), åÜíãéá êÜèå åóù�åñéêü êüìâï t ìå åðéãñáöÞ P Þ S, éêáíïðïéåß�áé ç óõíèÞêç L(tl) ≥ L(tr). �éá êÜèåS-êüìâï t �ïõ Tbl(G), áí�éêáèéó�ïýìå �ï õðïäÝí�ñï ìå ñßæá �ïí êüìâï tr (�ï äåîß ðáéäß �ïõ êüìâïõ
t) ìå �á L(tr) öýëëá êáé êáëïýìå �ï �ñïðïðïéçìÝíï äÝí�ñï �ï åîáóèåíçìÝíï (redued) áñéó�åñüäõáäéêü äÝí�ñï �ïõ Tbl(G). �ï óõìâïëßæïõìå ìå Tblr(G).¸ó�ù λ(t) �ï ðëÞèïò �ùí ìïíïðá�éþí ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(t)].Åßíáé åýêïëï íá äåé êáíåßò ü�é, ãéá íá êá�áóêåõÜóåé êáíåßò �çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá ÷ñçóé-ìïðïéþí�áò �ï äÝí�ñï Tblr(G), ÷ñåéáæüìáó�å íá ãíùñßæïõìå �ï ðëÞèïò �ùí ìïíïðá�éþí λ(t) óåêÜèå åóù�åñéêü êüìâï t ∈ Tblr(G). ÅÜí ï êüìâïò t åßíáé Ýíáò P-êüìâïò Þ S-êüìâïò �ü�å Ý÷åé Ýíááñéó�åñü ðáéäß tl êáé Ýíá äåîß ðáéäß tr . åéäÜëëùò, ï êüìâïò t åßíáé Ýíáò N-êüìâïò êáé Ý÷åé �ïõ-ëÜ÷éó�ïí 4 ðáéäéÜ ðïõ åðÜãïõí Ýíá ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá G(t) = (S, K, R) ìå åß�å R = ∅,åß�å R = {r}, üðïõ r ∈ Tblr(G). Âáóéæüìåíïé ó�á áðï�åëÝóìá�á �ùí [73℄ êáé [53℄, áðïê�ïýìå�ïí áêüëïõèï �ýðï ãéá �ï ðëÞèïò �ùí ìïíïðá�éþí ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá åíüò P4-sparseãñáöÞìá�ïò.

λ(t) =







λ(tl) + λ(tr) åÜí ï t åßíáé Ýíáò P-êüìâïò,
max{1, λ(tl)− L(tr)} åÜí ï t is an S-êüìâïò,
λ(r) +

⌈

max
{

0, |K|−2λ(r)
2

}⌉ åÜí �ï G(t) åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá,
max {1, λ(r)} åÜí �ï G(t) åßíáé Ýíá ðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá.(8.1)Óõíïøßæïõìå ìå �ï áêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.ËÞììá 8.2. ¸ó�ù Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé Ýó�ù �ï md-äÝí�ñï �ïõ T (G). ÔïåîáóèåíçìÝíï áñéó�åñü äõáäéêü äÝí�ñï Tblr(G) êáé �ï ðëÞèïò �ùí ìïíïðá�éþí ó�çí åðéêÜëõøçìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìðïñïýí íá õðïëïãéó�ïýí óå O(log n) ÷ñüíï ÷ñçóéìïðïéþí�áò

O(n/ log n) EREW-PRAM åðåîåñãáó�Ýò.Áðüäåéîç. Åöüóïí êÜíïõìå äõáäéêü êÜèå õðïäÝí�ñï �ïõ T (G) ìå ñßæá Ýíáí P-êüìâï Þ ÝíáíS-êüìâï êáé ü÷é áõ�Ü ðïõ åßíáé ñéæùìÝíá óå Ýíáí N-êüìâï, ìðïñïýìå íá åê�åëÝóïõìå �çí äõáäé-êïðïßçóç �ïõ äÝí�ñïõ âÝë�éó�á, üðùò öáßíå�áé ó�ï âéâëßï [1℄. �éá íá õðïëïãßóïõìå �ï áñéó�åñü122



äõáäéêü äÝí�ñï Tbl(G), ÷ñåéÜæå�áé íá êáèïñßóïõìå �ï ðëÞèïò L(t) �ùí êïñõöþí ó�ï ãñÜöçìá G(t)ãéá êÜèå åóù�åñéêü êüìâï t. Óçìåéþó�å ü�é, �ï ðëÞèïò �ùí ðáéäéþí êáé �ï ðëÞèïò �ùí áðïãüíùíðïõ åßíáé öýëëá êÜèå åóù�åñéêïý êüìâïõ t ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå O(log n) ÷ñüíï ÷ñçóéìï-ðïéþí�áò O(n/ log n) EREW åðåîåñãáó�Ýò, äïèÝí�ïò �çò ëßó�áò ãåé�íßáóçò �ïõ äÝí�ñïõ Tbl(G)(äåß�å [58, 85℄). ¸�óé, �ï åîáóèåíçìÝíï áñéó�åñü äõáäéêü äÝí�ñï Tblr(G) êá�áóêåõÜæå�áé âÝë�é-ó�á. Åðéðñüóèå�á, âáóéóìÝíïé ó�ïí �ýðï �çò Åî.8.1, �ï ðëÞèïò �ùí ìïíïðá�éþí ó�çí åðéêÜëõøçìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G õðïëïãßæïí�áé óå O(log n) ÷ñüíï ÷ñçóéìïðïéþí�áò O(n/ log n)EREW åðåîåñãáó�Ýò.8.2.2 ÄÝí�ñá Ìïíïðá�éþí êáé Ôáßñéáóìá ÁãêõëþíÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á åðéóêïðïýìå �á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí (path trees), ðïõ åßíáé �ï ïõóéáó�éêü êëåé-äß �ïõ áëãïñßèìïõ ìáò êáé äåß÷íïõìå ü�é ÷ñçóéìïðïéþí�áò �áßñéáóìá áãêõëþí (braket mathing),êá�áóêåõÜæïõìå �á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí âÝë�éó�á.¸ó�ù Ýíá ãñÜöçìá G êáé Ýó�ù Ýíá ìïíïðÜ�é P = [p, . . . , p′] �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá P�ïõ ãñáöÞìá�ïò G. Óçìåéþó�å ü�é, åÜí �ï G åßíáé Ýíá hamiltonian ãñÜöçìá �ü�å P = {P}. ¸íáäÝí�ñï ìïíïðá�éïý, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå T (p, p′), åßíáé Ýíá ñéæùìÝíï äõáäéêü äÝí�ñï �ïõ ïðïßïõ ïéåóù�åñéêïß êüìâïé åßíáé áêñéâþò ïé êïñõöÝò åíüò ìïíïðá�éïý P �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá P ó�ïãñÜöçìá G êáé p, p′ åßíáé �á Üêñá �ïõ ìïíïðá�éïý P . Ïé êüìâïé �ïõ äÝí�ñïõ T (p, p′) ìïíïðá�éïý�ïðïèå�ïýí�áé ìå �Ý�ïéï �ñüðï ó�ï äÝí�ñï T (p, p′), Ý�óé þó�å ç åíäïäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç (inordertraversal) �ïõ T (p, p′) íá åðéó�ñÝöåé �ï ìïíïðÜ�é P . ¸ðå�áé ü�é �ï äÝí�ñï ìïíïðá�éïý äïèÝí�ïòåíüò ìïíïðá�éïý äåí åßíáé ìïíáäéêü. Óçìåéþó�å ü�é, Ýíá ìïíïðÜ�é P ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß áðü�ï áí�ßó�ïé÷ï äÝí�ñï ìïíïðá�éïý T (p, p′), âÝë�éó�á óå ðáñÜëëçëï ðåñéâÜëëïí, åöáñìüæïí�áò �çíEuler äéáäñïìÞ �å÷íéêÞ.¸ó�ù �ï åîáóèåíçìÝíï áñéó�åñü äõáäéêü äÝí�ñï Tblr(G) �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) �ïõ ãñáöÞìá-�ïò G. Ìå óêïðü �çí êá�áóêåõÞ �ùí äÝí�ñùí ìïíïðá�éþí âÝë�éó�á óå Ýíá ðáñÜëëçëï ðåñéâÜëëïí,ðáñÜãïõìå ìéá áêïëïõèßá áðü �å�ñÜãùíåò/êáìðõëù�Ýò áãêýëåò (äçëáäÞ áðü ðáñåíèÝóåéò êáé á-ãêýëåò) ãéá êÜèå êüìâï �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G). �éï óõãêåêñéìÝíá, ÷ñçóéìïðïéïýìå äýï �ýðïõò áðüáãêýëåò: �å�ñÜãùíåò áãêýëåò (Þ áãêýëåò) \[" êáé \℄" êáé êáìðõëù�Ýò áãêýëåò (Þ ðáñåíèÝóåéò)\(" êáé \)". Ôá äÝí�ñá ìïíïðá�éþí êá�áóêåõÜæïí�áé âñßóêïí�áò æåõãÜñéá ðïõ �áéñéÜæïõí áðü �å-�ñÜãùíåò áãêýëåò êáé æåõãÜñéá ðïõ �áéñéÜæïõí áðü êáìðõëù�Ýò áãêýëåò áíåîÜñ�ç�á. Óçìåéþó�åü�é, äïèÝí�ïò ìéáò áêïëïõèßáò áðü áãêýëåò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò êïñõöÝò åíüò ãñáöÞìá�ïò G,�á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí êáé, óõíåðþò, ç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìðïñåß íá êá-�áóêåõáó�åß âÝë�éó�á. Ôá �áéñéÜóìá�á áõ�Ü �ùí áãêõëþí áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò áêìÝò åíüò äÝí�ñïõìïíïðá�éïý. Åéäéêü�åñá, ãéá �éò êïñõöÝò a êáé b, áíáãíùñßæïõìå ìéá áêìÞ ùò åîÞò:
•

ap

[
bl

] ìéá áêìÞ ðïõ åíþíåé �çí êïñõöÞ a ìå �ïí ðá�Ýñá �çò b = p(a) ùò Ýíá áñéó�åñü ðáéäß.
•

ap

[
br

] ìéá áêìÞ ðïõ åíþíåé �çí êïñõöÞ a ìå �ïí ðá�Ýñá �çò b = p(a) ùò Ýíá äåîß ðáéäß.
•

al

(
bp

) ìéá áêìÞ ðïõ åíþíåé �çí êïñõöÞ b ìå �ïí ðá�Ýñá �çò a = p(b) ùò Ýíá áñéó�åñü ðáéäß.
•

ar

(
bp

) ìéá áêìÞ ðïõ åíþíåé �çí êïñõöÞ b ìå �ïí ðá�Ýñá �çò a = p(b) ùò Ýíá äåîß ðáéäß.8.2.3 ÊÜ�ù ¼ñéï ãéá �çí �ïëõðëïêü�ç�á ×ñüíïõÓ�çí åñãáóßá [85℄ �ï áêüëïõèï èåþñçìá Ý÷åé áðïäåé÷�åß ãéá �çí êëÜóç �ùí ographs.Èåþñçìá 8.1 (Nakano et al. [85℄). ÊÜèå áëãüñéèìïò ðïõ êáèïñßæåé �ï ðëÞèïò �ùí ìïíïðá�éþíóå ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá Þ áíáöÝñåé �çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá óå Ýíá n-êïñõöþí ograph123



ðïõ áíáðáñéó�Ü�áé áðü �ï otree ðñÝðåé íá åê�åëåó�åß óå Ω(log n) CREW ÷ñüíï áêüìá êáé åÜíÝíá Üðåéñï ðëÞèïò áðü åðåîåñãáó�Ýò åßíáé äéáèÝóéìï.Óçìåéþó�å ü�é ç êëÜóç �ùí P4-sparse ãñáöçìÜ�ùí åßíáé ìéá êá�Üëëçëç õðåñêëÜóç �ùí ographsêáé ü�é �ï md-äÝí�ñï �ïõ T (G) åíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò G ðåñéÝ÷åé P-êüìâïõò, S-êüìâïõò êáéN-êüìâïõò . åÜí �ï äÝí�ñï T (G) Ý÷åé ìüíï P Þ S-êüìâïõò �ü�åò �ï äÝí�ñï T (G) óõìðßð�åé ìå�ïí ïñéóìü åíüò otree (äåß�å [18℄). ÅðïìÝíùò, ëüãù �ïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìá�ïò, Ý÷ïõìå �ïáêüëïõèï áðï�Ýëåóìá.�üñéóìá 8.1 (Nakano et al. [85℄). ÊÜèå áëãüñéèìïò ðïõ êáèïñßæåé �ï ðëÞèïò �ùí ìïíïðá�éþíóå ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá Þ áíáöÝñåé �çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá óå Ýíá n-êïñõöþí P4-sparse ãñÜöçìá ðïõ áíáðáñéó�Ü�áé áðü �ï md-äÝí�ñï �ïõ ðñÝðåé íá åê�åëåó�åß óå Ω(log n) CREW÷ñüíï áêüìá êáé åÜí Ýíá Üðåéñï ðëÞèïò áðü åðåîåñãáó�Ýò åßíáé äéáèÝóéìï.8.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜ�éá óå P4-sparse �ñáöÞìá�áÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á ðáñáèÝ�ïõìå êÜðïéåò éäÝåò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éáãéá Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá G. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é �ï åîáóèåíçìÝíï áñéó�åñü äõáäéêü äÝí�ñï Tblr(G)�ïõ ãñáöÞìá�ïò G åßíáé äåäïìÝíï. Åðéêåí�ñþíïõìå �ï åíäéáöÝñïí ìáò ó�ïõò åóù�åñéêïýò N-êüìâïõò åöüóïí ïé ðåñéð�þóåéò ãéá �ïõò P-êüìâïõò êáé S-êüìâïõò Ý÷ïõí Þäç áðïäåé÷�åß [72℄.¸ó�ù t Ýíáò åóù�åñéêüò N-êüìâïò �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G). ¸ó�ù P ç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá�ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(t)] êáé Ýó�ù λ(t) �ï ðëÞèïò �ùí ìïíïðá�éþí ó�ï P , äçëáäÞ, λ(t) = |P| .Õðåíèõìßæïõìå ü�é, �ï M(t) åßíáé ç áõ�ï�åëÞ-ìïíÜäá ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ïí êüìâï t êáé áðï�åëåß�áéáðü üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ðïõ ó÷å�ßæïí�áé ìå �ï õðïäÝí�ñï �ïõ T (G) ìå ñßæá �ïíêüìâï t.¸ó�ù G(t) = (S, K, R) Ýíá ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìå S = {s1, s2, . . . , sℓ} êáé K =

{k1, k2, . . . , kℓ}, üðïõ |S| = |K| = ℓ. Óçìåéþó�å ü�é, ó�ï ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá G(t)õðÜñ÷åé ìéá óõíÜñ�çóç f �Ý�ïéá þó�å f(si) = ki, 1 ≤ i ≤ ℓ. ÅÜí �ï R åßíáé êåíü, ó�çí Åî. (8.1)èÝ�ïõìå λ(r) = 0. áëëéþò, R = {r} êáé d = λ(r), êáé Ýó�ù Q = {Q1, Q2, . . . , Qd} ìéá åðéêÜëõøç ìåìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(r)]. �éá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ d, Ýó�ù qi êáé q′i �á Üêñá �ïõ ìïíïðá�éïý
Qi. Ôü�å, ãéá �ïí õðïëïãéóìü �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá P �ïõ G[M(t)] äéáêñßíïõìå �éòáêüëïõèåò äýï ðåñéð�þóåéò.�åñßð�ùóç 1. G(t) = (S, K, R) åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá.ÅÜí �ï óýíïëï R åßíáé êåíü, �ü�å �ï ãñÜöçìá G[S ∪K] ðåñéÝ÷åé k = ⌈ ℓ

2⌉ ìïíïðÜ�éá. ¸�óé, ãéá ℓÜñ�éï �á ℓ/2 ìïíïðÜ�éá, ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(t)] åßíáé �á áêüëïõèá:
P = {[s1k1k2s2], [s3k3k4s4], . . . , [sℓ−1kℓ−1kℓsℓ]}. (8.2)�éá ℓ ðåñé��ü, �á (ℓ+1)/2 ìïíïðÜ�éá ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(t)] åßíáé:

P = {[s1k1k2s2], [s3k3k4s4], . . . , [sℓ−2kℓ−2kℓ−1sℓ−1], [sℓkℓ]}. (8.3)ÅÜí R = {r}, �ü�å �á ìïíïðÜ�éá �ïõ G[M(t)] áðïê�ïýí�áé åíþíïí�áò �á Üêñá áðü ìåñéêÜ ìïíï-ðÜ�éá Qi �ïõ G[M(r)] ìå �éò êïñõöÝò �ùí k ìïíïðá�éþí �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[S ∪ K]. ¸�óé, åÜí
k ≤ d (äåß�å ãéá ðáñÜäåéãìá �ï Ó÷Þìá 8.2 (a)) êáé ℓ åßíáé Üñ�éï Ý÷ïõìå:

P = {[s1k1q1 . . . q′1k2s2], . . . , [sℓ−1kℓ−1qk . . . q′kkℓsℓ], Qk+1, Qk+2, . . . , Qd}. (8.4)ÅÜí k ≤ d êáé ℓ åßíáé ðåñé��ü Ý÷ïõìå:
P = {[s1k1q1 . . . q′1k2s2], . . . , [sℓ−2kℓ−2qk−1 . . . q′k−1kℓ−1sℓ−1], [sℓkℓqk . . . q′k], Qk+1, Qk+2, . . . , Qd}.(8.5)124
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G[M(t)](a) (b)Ó÷Þìá 8.2: ÅéêïíïãñÜöçóç �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá (a) åíüò áñáéïý áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá-�ïò êáé (b) åíüò ðõêíïý áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò.ÅéäÜëëùò, åÜí k > d �ü�å �á ìïíïðÜ�éá ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ

G[M(t)] áðïê�ïýí�áé, åíþíïí�áò �á d ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[S ∪K] ìå �á d ìïíïðÜ�éá �ïõ
G[M(r)]. Ôá õðüëïéðá k − d ìïíïðÜ�éá �ïõ G[S ∪K] ðáñáìÝíïõí �á ßäéá. Óõíåðþò, óå áõ�Þ �çíðåñßð�ùóç êáé ãéá ℓ Üñ�éï Ý÷ïõìå:

P = {[s1k1q1 . . . q′1k2s2], . . . , [s2d−1k2d−1qd . . . q′dk2ds2d], . . . , [sℓ−1kℓ−1kℓsℓ]}. (8.6)ÅÜí k > d êáé ℓ åßíáé ðåñé��ü �á ìïíïðÜ�éá ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ G[M(t)] åßíáé:
P = {[s1k1q1 . . . q′1k2s2], . . . , [s2d−1k2d−1qd . . . q′dk2ds2d], . . . , [sℓ−2kℓ−2kℓ−1sℓ−1], [sℓkℓ]}. (8.7)�åñßð�ùóç 2. G(t) = (S, K, R) åßíáé Ýíá ðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá.¸ó�ù k = ⌈ ℓ

2⌉. ÅÜí �ï R åßíáé êåíü, �ü�å �ï ãñÜöçìá G[S ∪K] åßíáé Ýíá hamiltonian ãñÜöçìáêáé êÜèå áêìÞ ó�ï Hamilton ìïíïðÜ�é Ý÷åé �ï Ýíá Üêñï �ïõ ó�ï óýíïëï S êáé �ï Üëëï Üêñï ó�ïóýíïëï K (äçëáäÞ, äåí õðÜñ÷åé Hamilton ìïíïðÜ�é ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá áêìÞ êáé ìå �á äýï Üêñá ó�ïóýíïëï K, äåß�å ãéá ðáñÜäåéãìá �ï Ó÷Þìá 8.2 (b)). ¸�óé, åÜí �ï ℓ åßíáé Ýíáò ðåñé��üò áñéèìüòÝ÷ïõìå,
P = {[s1kℓs2kℓ−1 . . . skkk−1sk+1kksk+2kk−2 . . . sℓ−1k2sℓk1]}, (8.8)åéäÜëëùò, (�ï ℓ åßíáé Üñ�éï)
P = {[s1kℓs2kℓ−1 . . . skkk+1sk+2kksk+1kk−1 . . . sℓ−1k2sℓk1]}. (8.9)ÅÜí �ï R = {r}, �ü�å �ï Hamilton ìïíïðÜ�é �ïõ G[S ∪K] óõíäÝå�áé ìå �ï ìïíïðÜ�é Q1 áðü �ïãñÜöçìá G[M(r)]. ¸�óé, �á ìïíïðÜ�éá ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá P �ïõ125



G[M(t)] åßíáé:
P = {[s1kℓs2kℓ−1 . . . sℓ−1k2sℓk1q1 . . . q′1], Q2, Q3, . . . , Qd}. (8.10)Êáé ó�éò äýï ðåñéð�þóåéò, �á ìïíïðÜ�éá �ïõ P ó÷çìá�ßæïõí ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá ó�ïãñÜöçìá G[M(t)]. ¸ðå�áé ü�é, óå Ýíá áêïëïõèéáêü ðåñéâÜëëïí êáé äïèÝí�ïò �á ìïíïðÜ�éá �ïõ

Q áðü �ï ãñÜöçìá G[M(r)], ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå ìéá óõíÜñ�çóç ðïõ õðïëïãßæåé ìéá åðé-êÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá óå Ýíáí N-êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G) . êáëïýìå ìéá �Ý�ïéá óõíÜñ�çóçPath Spider(u,Q). Áðïèçêåýïõìå �á ìïíïðÜ�éá �ïõ P óå ìéá äéðëÜ óõíäåäåìÝíç ëßó�á ðïõ ðå-ñéÝ÷åé äåßê�åò ó�ï ðñþ�ï êáé ó�ï �åëåõ�áßï ó�ïé÷åßï ãéá êÜèå ìïíïðÜ�é (äçëáäÞ, äåß÷íïõí ó�áÜêñá �ùí ìïíïðá�éþí). Ôü�å, ÷ñçóéìïðïéþí�áò âáóéêÝò êáé êëáóéêÝò ðñÜîåéò ëßó�áò êáé âáóéæü-ìåíïé ó�éò Åîéóþóåéò (8.2){(8.10), ìðïñïýìå íá óõã÷ùíåýóïõìå �çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá Q�ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(r)] ìå �çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[S ∪K].8.3.1 ¸íáò Áðëüò ÂÝë�éó�ïò Áêïëïõèéáêüò Áëãüñéèìïò¸ó�ù Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò êáé Ýó�ù T (G) �ï md-äÝí�ñï �ïõ
G. Óçìåéþíïõìå ü�é �ï äÝí�ñï T (G) ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß óå ãñáììéêü ÷ñüíï, äçëáäÞ, óå
O(n+m) ÷ñüíï, ÷ñçóéìïðïéþí�áò Ýíáí áðü �ïõò ãíùó�ïýò áëãüñéèìïõò �ùí [33, 80℄. Ï áêüëïõèïòáëãüñéèìïò âáóßæå�áé ó�çí óõíÜñ�çóç Path Spider ðïõ åöáñìüæå�áé óå Ýíáí N-êüìâï. �éá ÝíáíP-êüìâï Þ Ýíáí S-êüìâï ï áëãüñéèìïò ÷ñçóéìïðïéåß êá�Üëëçëåò óõíáñ�Þóåéò ðïõ ðñï�Üèçêáí ó�çíåñãáóßá [72℄. Ï äéêüò ìáò áëãüñéèìïò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá åßíáé ï áêüëïõèïò:Áëãüñéèìïò Sequential Minimum Path Cover1. Êá�áóêåýáóå �ï md-äÝí�ñï T (G) �ïõ G êáé, �ü�å, õðïëüãéóå �ï äÝí�ñï Tblr(G);2. �éá êÜèå åóù�åñéêü êüìâï t �ïõ Tblr(G), õðïëüãéóå áíáäñïìéêÜ �çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá�ïõ ãñáöÞìá�ïò G(t) ùò åîÞò:if ï t åßíáé Ýíáò P-êüìâïò Þ Ýíáò S-êüìâïò thenåöÜñìïóå �çí óõíÜñ�çóç ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ó�çí åñãáóßá [72℄ êáé õðïëüãéóå �çí åðéêÜ-ëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G(t);else { ï t åßíáé Ýíáò N-êüìâïò }åöÜñìïóå �çí óõíÜñ�çóç Path Spider(t,Q) êáé óõã÷þíåõóå �á ìïíïðÜ�éá �çò åðéêÜëõ-øçò ìå ìïíïðÜ�éáQ �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[R] ìå �á ìïíïðÜ�éá �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá�ïõ ãñáöÞìá�ïò G[S ∪K];Áëãüñéèìïò 12: Sequential Minimum Path CoverÓçìåéþó�å ü�é �ï ðñþ�ï âÞìá áðáé�åß O(n + m) ÷ñüíï, åíþ �ï äåý�åñï âÞìá åê�åëåß�áé óå O(n)÷ñüíï. ÅðéðëÝïí, äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé êáíßò ü�é ï õðïëïãéóìüò �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G) äïèÝí�ïò�ïõ äÝí�ñïõ T (G) ó�ï ÂÞìá 1 ìðïñåß íá ãßíåé óå O(n) time. ÅðïìÝíùò üëá �á âÞìá�á, åê�üòáðü �çí êá�áóêåõÞ �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G), áðáé�ïýí O(n) ÷ñüíï. Óçìåéþíïõìå ü�é Ýíá ðáñü-ìïéï áðï�Ýëåóìá ìå �ï áêüëïõèï èåþñçìá Ý÷åé áðïäåé÷�åß ó�çí åñãáóßá [53℄ ÷ñçóéìïðïéþí�áò Ýíáäéáöïñå�éêü äÝí�ñï áíáðáñÜó�áóçò åíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò.Èåþñçìá 8.2. ¸ó�ù Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò. Ç åðéêÜëõøç ìåìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå O(n + m) ÷ñüíï.126



8.4 Ôá ÄÝí�ñá Ìïíïðá�éþí �ùí P4-sparse �ñáöçìÜ�ùí�áñüëï ðïõ ï áêïëïõèéáêüò áëãüñéèìïò åßíáé áñêå�Ü áðëüò, Ýíáò ðáñáëëçëéóìüò �ïõ áëãïñßè-ìïõ ÷ñåéÜæå�áé ÷ñüíï áíÜëïãï �ïõ ýøïõò �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G), äçëáäÞ O(n), áöïý �ï ýøïò �ïõmd-äÝí�ñïõ T (G) åßíáé O(n). �éá íá áðïê�Þóïõìå Ýíáí áðï�åëåóìá�éêü ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï,åêìå�áëëåõüìáó�å �çí äïìÞ �ùí äÝí�ñùí ìïíïðá�éþí êáé ìéá �å÷íéêÞ �áéñéÜóìá�ïò áãêõëþí ðïõðáñïõóéÜó�çêå ó�çí åñãáóßá [85℄, üðùò Þäç áíáöÝñáìå ó�çí Åíü�ç�á 2 �ïõ êåöáëáßïõ.¸ó�ù P1 = [p1, . . . , p
′
1] êáé P2 = [p2, . . . , p

′
2] íá åßíáé äýï ìïíïðÜ�éá êáé Ýó�ù T (p1, p

′
1) êáé

T (p2, p
′
2) �á äýï äÝí�ñá ìïíïðá�éþí �ùí P1 êáé P2, áí�ßó�ïé÷á, ñéæùìÝíá ó�ïõò êüìâïõò p′′1 ∈ P1êáé p′′2 ∈ P2. ÕðïèÝó�å ü�é ìéá êïñõöÞ v /∈ P1 ÷ñåéÜæå�áé íá åíùèåß ìå �ï ìïíïðÜ�é P1. �éá �çíðåñßð�ùóç áõ�Þ, áíáæç�ïýìå ãéá �éò êá�Üëëçëåò �ñïðïðïéÞóåéò �ïõ äÝí�ñïõ ìïíïðá�éïý T (p1, p

′
1).¸ó�ù Ýíáò êüìâïò u �ïõ äÝí�ñïõ ìïíïðá�éïý T (p1, p

′
1), äçëáäÞ u ∈ P1, ðïõ Ý÷åé �ï ðïëý Ýíáðáéäß, áñéó�åñü Þ äåîß, ó�ï äÝí�ñï T (p1, p

′
1). Ôü�å ç êïñõöÞ v èá �ïðïèå�çèåß åß�å ùò Ýíá ðáéäß(áñéó�åñü Þ äåîß) �ïõ êüìâïõ u Þ ùò ñßæá åíüò íÝïõ äÝí�ñïõ ìïíïðá�éïý ðïõ Ý÷åé �ïí êüìâï p′′1�ïõ äÝí�ñïõ T (p1, p

′
1) ùò (áñéó�åñü Þ äåîß) ðáéäß.ÕðïèÝó�å �þñá ü�é ç êïñõöÞ v /∈ P1 ∪ P2 ÷ñåéÜæå�áé íá ãåöõñþóåé �á äýï ìïíïðÜ�éá P1 êáé

P2, äçëáäÞ ç êïñõöÞ v óõíäÝå�áé ìå Ýíá Üêñï, Ýó�ù p1, �ïõ ìïíïðá�éïý P1 êáé ìå Ýíá Üëëï Üêñï,Ýó�ù p2, �ïõ ìïíïðá�éïý P2. Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, ç êïñõöÞ v åíþíåé �á äýï äÝí�ñá ìïíïðá�éþí
T (p1, p

′
1) êáé T (p2, p

′
2) Ý÷ïí�áò �ïí êüìâï p′′1 ùò �ï áñéó�åñü ðáéäß êáé �ïí êüìâï p′′2 ùò �ï äåîßðáéäß. ¸�óé, ç êïñõöÞ v åßíáé ç ñßæá �ïõ íÝïõ äÝí�ñïõ ìïíïðá�éïý.Óýìöùíá ìå �ïí �ñüðï ìå �ïí ïðïßï èá ðñÝðåé Ýíá äÝí�ñï ìïíïðá�éïý íá êá�áóêåõáó�åß, ðïõðåñéãñÜöçêå ðñïçãïõìÝíùò, ìéá êïñõöÞ ìðïñåß íá ÷áñê�çñéó�åß ùò êïñõöÞ åéóáãùãÞò Þ êïñõ-öÞ ãåöýñùóçò. Âáóéæüìåíïé óå áõ�ü �ïí ÷áñáê�çñéóìü, ìéá ëåð�ïìåñÞ ðåñéãñáöÞ åíüò äÝí�ñïõìïíïðá�éïý ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá õðïäÝí�ñï �ïõ Tblr(G) ìå ñßæá Ýíáí P-êüìâï Þ Ýíáí S-êüìâïÝ÷åé ðáñïõóéáó�åß ó�çí åñãáóßá [85℄ . äçëáäÞ êÜèå êïñõöÞ ÷ñçóéìïðïéåß�áé ãéá íá ãåöõñþóåé äýïäÝí�ñá ìïíïðá�éþí Þ íá åíùèåß óå Ýíá äÝí�ñï ìïíïðá�éïý. Áêïëïõèþí�áò �çí óçìåéïëïãßá �ùí[85℄, Ýíá öýëëï ðïõ äåí åßíáé ïý�å êïñõöÞ åéóáãùãÞò áëëÜ ïý�å êáé êïñõöÞ ãåöýñùóçò êáé äåíáíÞêåé ó�ï óýíïëï S ∪K �ïõ ðñþ�ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò ó�ï äÝí�ñï Tblr(G), áíáöÝñå�áéùò áñ÷éêÞ êïñõöÞ. Åäþ ðåñéãñÜöïõìå �çí äéáäéêáóßá óýìöùíá ìå �çí ïðïßá ðáñÜãå�áé Ýíá äÝí�ñïìïíïðá�éïý ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá õðïäÝí�ñï �ïõ Tblr(G) ìå ñßæá Ýíáí N-êüìâï. �åíéêü�åñá, �áìïíïðÜ�éá �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá åíüò ðñþ�ïõ áñá÷íïåéäïýò ãñáöÞìá�ïò èåùñïýí�áé ùòäõáäéêÜ äÝí�ñá, ðïõ �ï êáèÝíá åßíáé ñéæùìÝíï óå Ýíá áðü �á Üêñá �ïõ êáé ãé' áõ�ü �ï ëüãï, �áìïíïðÜ�éá áõ�Ü (ðïõ ðåñéãñÜöçêáí ó�ç Åíü�ç�á 3) èåùñïýí�áé ùò äÝí�ñá ìïíïðá�éþí.¸ó�ù Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá G êáé Ýó�ù �ï åîáóèåíçìÝíï áñéó�åñü äõáäéêü äÝí�ñï �ïõ

Tblr(G). ¸ó�ù Ýíáò Í-êüìâïò t �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G) êáé Ýó�ù �ï ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöç-ìá G(t) = (S, K, R) ìå S = {s1, s2, . . . , sℓ} êáé K = {k1, k2, . . . , kℓ}, üðïõ |S| = |K| = ℓ. ÊÜèåìïíïðÜ�é �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ G(t), üðùò ðåñéãñÜöçêå ó�çí Åíü�ç�á 3, èåùñåß�áé ùòäÝí�ñï ìïíïðá�éïý ìå ñßæá �çí êïñõöÞ x, üðïõ ç êïñõöÞ x åßíáé �ï ðéï äåîéü Üêñï �ïõ ìïíïðá�éïýÝ�óé þó�å x ∈ S∪K, ðïõ Ý÷åé ìüíï Ýíá áñéó�åñü ðáéäß ó�ï äÝí�ñï ìïíïðá�éïý. �éï óõãêåêñéìÝíá,äéáêñßíïõìå äýï ðåñéð�þóåéò óýìâùíá ìå �ï ãñÜöçìá G(t).�åñßð�ùóç 1. G(t) = (S, K, R) åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá.¸ó�ù R = ∅ êáé k = ⌈ ℓ
2⌉. ÅÜí ï áñéèìüò ℓ åßíáé Üñ�éïò �ü�å êÜèå ìïíïðÜ�é Pi, 1 ≤ i ≤ k �çòåðéêÜëõøçò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[S ∪K] Ý÷åé �çí áêüëïõèç ìïñöÞ:

Pi = [s2i−1k2i−1k2is2i], ãéá 1 ≤ i ≤ k.Ôü�å êáèÝíá áðü �á ℓ/2 äÝí�ñá ìïíïðá�éþí T (s2i−1, s2i) åßíáé ñéæùìÝíá ó�çí êïñõöÞ s2i êáéêáèÝíáò áðü �ïõò åóù�åñéêïýò êüìâïõò �ùí äÝí�ñùí T (s2i−1, s2i) Ý÷åé ìüíï Ýíá áñéó�åñü ðáéäß.ÅðéðëÝïí, êáèÝíá áðü �á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí Ý÷åé �çí êïñõöÞ s2i−1 ùò �ï ðéï áñéó�åñü öýëëï êáé127
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Ó÷Þìá 8.3: Ôá áí�ßó�ïé÷á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí �ïõ Ó÷Þìá�ïò 8.2(a).
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Ó÷Þìá 8.4: Ôá áí�ßó�ïé÷á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí �ïõ Ó÷Þìá�ïò 8.2(b).áðï�åëåß�áé áðü �Ýóóåñéò êïñõöÝò. ÅÜí ï áñéèìüò ℓ åßíáé ðåñé��üò �ü�å ìüíï �ï k-ó�ï ìïíïðÜ�éäéáöÝñåé áðü �çí ðñïçãïýìåíç ðåñßð�ùóç êáé Ý÷åé �çí áêüëïõèç ìïñöÞ: Pk = [sℓkℓ]. Ôï áí�ßó�ïé÷ïäÝí�ñï ìïíïðá�éïý T (sℓ, kℓ) áðï�åëåß�áé áðü äýï êïñõöÝò . ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ åßíáé ç êïñõöÞ kℓêáé ç êïñõöÞ sℓ åßíáé �ï áñéó�åñü �çò ðáéäß.¸ó�ù R = {r}. Óýìöùíá ìå �çí ó÷Ýóç ìå�áîý �ïõ ðëÞèïõò �ùí ìïíïðá�éþí ó�çí åðéêÜëõøçìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(r)], d = λ(r), êáé k = ⌈ ℓ
2⌉ (äåß�å �çí Åíü�ç�á 3), ç ñßæá�ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ äÝí�ñïõ ìïíïðá�éïý �ïõ G[M(r)], ãßíå�áé �ï äåîß ðáéäß �çò êïñõöÞò k2i−1 ó�áäÝí�ñá ìïíïðá�éþí üðùò ðåñéãñÜöçêå ðñïçãïõìÝíùò (äåß�å �ï Ó÷Þìá 8.3). Óçìåéþó�å ü�é åÜí ïáñéèìüò ℓ åßíáé ðåñé��üò êáé d ≥ k �ü�å ç ñßæá �ùí áí�ßó�ïé÷ùí äÝí�ñùí ìïíïðá�éþí �ïõ G[M(r)],ìå�á�ñÝðå�áé óå äåîß ðáéäß �çò êïñõöÞò kℓ.�åñßð�ùóç 2. G(t) = (S, K, R) åßíáé Ýíá ðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá.¸ó�ù R = ∅. Ôï äÝí�ñï ìïíïðá�éïý T (s1, k1) åßíáé Ýíá ñéæùìÝíï äÝí�ñï, üðùò ðåñéãñÜöå�áé ó�éòÅîéóþóåéò 8.8{8.9, ìå ñßæá �çí êïñõöÞ k1, ðïõ åßíáé ç ðéï äåîéÜ êïñõöÞ �ïõ Hamilton ìïíïðá�éïý�ïõ G[S ∪K]. ÊÜèå åóù�åñéêüò êüìâïò �ïõ äÝí�ñïõ T (s1, k1) Ý÷åé ìüíï Ýíá áñéó�åñü ðáéäß: �çíêïñõöÞ ðïõ åìöáíßæå�áé ó�á áñéó�åñÜ �çò ó�ç áêïëïõèßá �ùí Åîéóþóåùí 8.8{8.9. Ê êïñõöÞ s1åßíáé �ï ðéï áñéó�åñü öýëëï �ïõ äÝí�ñïõ T (s1, k1).¸ó�ù R = {r}. Ôü�å, üðùò öáßíå�áé ó�çí Eî. 8.10 Ýíá ìïíïðÜ�é �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá�ïõ G[M(r)] åíþíå�áé ìå �çí êïñõöÞ k1. ¸ó�ù q′′1 ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ ìïíïðá�éïý T (q1, q

′
1) �ïõ128



ãñáöÞìá�ïò G[M(r)]. Ôü�å �ï �ñïðïðïéçìÝíï äÝí�ñï ìïíïðá�éïý T (s1, q
′
1) åßíáé ðáñüìïéï ìå �ïäÝí�ñï T (s1, k1). ç ìïíáäéêÞ äéáöïñÜ åßíáé ü�é êÜíïõìå �çí êïñõöÞ q′′1 �ï ðéï äåîéü ðáéäß �çò ñßæáò

k1 �ïõ äÝí�ñïõ T (s1, q
′
1) (äåß�å �ï Ó÷Þìá 8.4).8.5 Áêïëïõèßá Áãêõëþí óå N-êüìâïõòÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á ðåñéãñÜöïõìå �ïí õðïëïãéóìü �çò áêïëïõèßáò áãêõëþí ðéï ëåð�ïìåñþò ÷ñç-óéìïðïéþí�áò �ï äÝí�ñï Tblr(G). ¸ó�ù Ýíáò êüìâïò t �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G) êáé Ýó�ù tl êáé tr�ï áñéó�åñü êáé äåîß ðáéäß �ïõ, áí�ßó�ïé÷á. Óõìâïëßæïõìå ìå B(t) ìéá áêïëïõèßá áãêõëþí ðïõáí�éó�ïé÷åß ó�ïí êüìâï t. ÅÜí a åßíáé ìéá êïñõöÞ �ïõ óõíüëïõ M(tr) �ü�å óõó÷å�ßæïõìå ìéáêáìðõëù�Þ áãêýëç ap

) ãéá íá âñïýìå Ýíáí ðá�Ýñá �çò a óå Ýíá äÝí�ñï ìïíïðá�éïý ðïõ áí�éó�ïé÷åßóå Ýíá ìïíïðÜ�é �ïõ G[M(tl)]. Êáìðõëù�Ýò áãêýëåò al

( Þ ar

( ÷ñçóéìïðïéïýí�áé ãéá íá âñßóêïõíÝíá ïðïéïäÞðï�å áñéó�åñü Þ äåîß ðáéäß, áí�ßó�ïé÷á, áöïý áõ�Ýò èá �áéñéÜîïõí ìå �éò êá�Üëëçëåòáãêýëåò ó�çí áêïëïõèßá. ÊÜèå ìéá áðü �çò �å�ñÜãùíåò áãêýëåò al

] êáé ar

] �áéñéÜæåé ìéá �å�ñÜãùíçáãêýëç ó�çí áêïëïõèßá ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ïí êüìâï tl. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é, êÜèå �áßñéáóìááãêýëçò áí�éó�ïé÷åß óå ìéá áêìÞ �ïõ äÝí�ñïõ ìïíïðá�éïý.¸ó�ù Ýíáò åóù�åñéêüò êüìâïò t �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G) êáé Ýó�ù B(t) ç áêïëïõèßá áãêõëþí.ÕðïèÝó�å ü�é Ýíá �áßñéáóìá áãêõëþí ó�çí B(t) ðáñÜãåé Ýíá äÝí�ñï ìïíïðá�éïý T (p1, p2). ÅÜí ìéáêïñõöÞ a �ïõ äÝí�ñïõ T (p1, p2) äåí Ý÷åé áñéó�åñü áëëÜ ïý�å êáé äåîß ðáéäß ó�ï äÝí�ñï T (p1, p2)�ü�å õðÜñ÷åé ìéá ìç-�áéñéáóìÝíç áãêýëç, al

( Þ ar

( , áí�ßó�ïé÷á, ó�çí áêïëïõèßá B(t). �áñüìïéá,åÜí ç êïñõöÞ a åßíáé ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ ìïíïðá�éïý T (p1, p2), �ü�å õðÜñ÷åé ìéá ìç-�áéñéáóìÝíçáãêýëç, ap

[ , ó�çí áêïëïõèßá B(t). ÅðïìÝíùò, áöïý ç äïìÞ �ùí äÝí�ñùí ìïíïðá�éþí åßíáé ãíùó�Þãéá Ýíáí N-êüìâï t (äåß�å �çí Åíü�ç�á 4), ìðïñåß íá ðáñá÷èåß ìéá êá�Üëëçëç áêïëïõèßá áãêõëþí
B(t), ÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò ðáñáðÜíù ðáñá�çñÞóåéò.¸ó�ù Ýíáò N-êüìâïò t �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G) êáé Ýó�ù G(t) = (S, K, R) �ï áí�ßó�ïé÷ï ðñþ�ïáñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá ìå S = {s1, s2, . . . , sℓ} êáé K = {k1, k2, . . . , kℓ}, üðïõ |S| = |K| = ℓ. ÅÜí
R = {r} �ü�å óõìâïëßæïõìå ìå d �ï ðëÞèïò �ùí ìïíïðá�éþí óå ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá�ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(r)], äçëáäÞ, d = λ(r), êáé ìå B(r) �çí áêïëïõèßá áãêõëþí �ïõ êüìâïõ r.Óõìâïëßæïõìå ìå B(S ∪K) �çí áêïëïõèßá áãêõëþí ðïõ ðáñÜãïí�áé áðü �éò êïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ
S ∪K. ¸÷ïõìå �çí áêüëïõèç óõíÝðåéá ãéá �çí áêïëïõèßá áãêõëþí B(t).

B(t) =

{

B(S ∪K) if R = ∅,

B(r) · B(S ∪K) if R = {r}.
(8.11)¸�óé, äïèÝí�ïò �çò áêïëïõèßáò B(r), ÷ñåéáæüìáó�å íá ðåñéãñÜøïõìå �çí áêïëïõèßá áãêõëþí

B(S ∪ K). �éá íá áðëïðïéÞóïõìå �çí ðåñéãñáöÞ ìáò, ãéá êÜèå äÝí�ñï ìïíïðá�éïý T (pi, p
′
i), ìå

M(i) óõìâïëßæïõìå �çí áêïëïõèßá �ùí áãêõëþí ãéá �çí ïðïßá êÜèå æåýãïò êïñõöþí ðïõ �áéñéÜæåéáí�éó�ïé÷åß óå ìéá êìÞ �ïõ äÝí�ñïõ T (pi, p
′
i). ¼ðùò ðñïáíáöÝñèçêå, ÷ñåéáæüìáó�å íá äçëþóïõìåìå Π(i) �éò ìç-�áéñéáóìÝíåò áãêýëåò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�çí ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ T (pi, p

′
i) (åðåéäÞäåí Ý÷åé ðá�Ýñá) Þ óå êïñõöÝò �ïõ äÝí�ñïõ T (pi, p

′
i) ðïõ äåí Ý÷ïõí Ýíá ðáéäß (áñéó�åñü Þ äåîß)ó�ï T (pi, p

′
i). �éá ðáñÜäåéãìá, �ï i-ó�ï äÝí�ñï ìïíïðá�éïý ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï ìéá êïñõöÞ x Ý÷åé

M(i) = ∅, áöïý äåí õðÜñ÷åé êáìßá áêìÞ ó�ï äÝí�ñï ìïíïðá�éïý êáé Π(i) =
xp

[
xl

(
xr

( , áöïý ç êïñõöÞ
x åßíáé ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ êáé äåí Ý÷åé ïý�å áñéó�åñü ïý�å êáé äåîß ðáéäß. ¼ðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò,äéáêñßíïõìå äýï ðåñéð�þóåéò ãéá �ï ðñþ�ï áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá G(t).�åñßð�ùóç 1. G(t) = (S, K, R) åßíáé Ýíá áñáéü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá.129
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Ó÷Þìá 8.5: Ïé áãêýëåò �ùí äÝí�ñùí ìïíïðá�éþí �ïõ Ó÷Þìá�ïò 8.3.ÅÜí �ï óýíïëï R åßíáé êåíü, �ü�å �ï ãñÜöçìá G[S ∪K] ðåñéÝ÷åé k = ⌈ ℓ
2⌉ ìïíïðÜ�éá. ¸�óé, åÜí ℓåßíáé Üñ�éïò áñéèìüò, ÷ñåéáæüìáó�å íá óõó÷å�ßóïõìå ó�ïí êüìâï t ìéá êá�Üëëçëç áêïëïõèßá áãêõ-ëþí ðïõ íá ðáñÜãåé k = ℓ

2 äÝí�ñá ìïíïðá�éþí. �éï óõãêåêñéìÝíá, �á ìïíïðÜ�éá êá�áóêåõÜæïí�áéáðü Ýíá äÜóïò äÝí�ñùí ìïíïðá�éþí, ðïõ �ï êÜèå äÝí�ñï Ý÷åé ñßæá ìéá êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï S, êáéìå êÜèå åóù�åñéêÞ êïñõöÞ �ïõ äÝí�ñïõ ìïíïðá�éïý íá Ý÷åé ìüíï áñéó�åñü ðáéäß. ÅðéðëÝïí, êÜèåäÝí�ñï Ý÷åé ìéá êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï S ùå �ï ðéï áñéó�åñü öýëëï êáé áðï�åëåß�áé áðü �ÝóóåñéòêïñõöÝò, ðïõ éêáíïðïéïýí �çí Åî. (8.2). ¸ó�ù:
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.üðïõ ç áêïëïõèßá M(i) ðáñÜãåé �á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí üðùò ðåñéãñÜöçêáí ðñïçãïõìÝíùò. ¼ðùòáíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, Ýíá æåýãïò s
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] êÜíåé �çí êïñõöÞ vertex s2i−1 �ï áñéó�åñü ðáéäß�çò êïñõöÞò k2i−1, åíþ ïé áãêýëåò k
p
2i

[
sl
2i

] åííïïýí ü�é ç êïñõöÞ k2i åßíáé �ï áñéó�åñü ðáéäß �çòêïñõöÞò s2i. Ç áêïëïõèßá áãêõëþí ðïõ ðáñÜãå�áé áðü �ï Π(i) áðï�åëåß�áé ìüíï áðü áñéó�åñÝòáãêýëåò, êáìðõëù�Ýò Þ �å�ñÜãùíåò, åðåéäÞ êÜèå êïñõöÞ �ùí ℓ
2 äÝí�ñùí ðñÝðåé íá åßíáé éêáíÞ íáÝ÷åé äýï ðáéäéÜ êáí íá óõíäÝå�áé ìå Ýíáí ðá�Ýñá åðßóçò. �éï ëåð�ïìåñþò, ïé áãêýëåò sl

2i−1

(
sr
2i−1

(åííïïýí ü�é ç êïñõöÞ s2i−1 ìðïñåß íá Ý÷åé Ýíá áñéó�åñü êáé Ýíá äåîß ðáéäß, áí�ßó�ïé÷á, êáèþò åßíáé�ï ðéï áñéó�åñü öýëëï ó�ï áí�ßó�ïé÷ï äÝí�ñï. Ïé êïñõöÝò k2i−1 êáé k2i Þäç Ý÷ïõí Ýíá áñéó�åñüðáéäß êáé ãé' áõ�ü ÷ñåéÜæå�áé ìüíï íá ðñïóèÝóïõìå �éò áãêýëåò kr
2i−1

( êáé kr
2i

( . ÅðåéäÞ åßíáé ç ñßæá�ïõ äÝí�ñïõ, ç êïñõöÞ s2i, ìðïñåß íá Ý÷åé Ýíá äåîß ðáéäß êáé/Þ íá ãßíåé ç ßäéá ðáéäß, ðñïóèÝ�ïõìå�éò áãêýëåò s
p
2i

[
sr
2i

( . ÅðïìÝíùò, ç áêïëïõèßá áãêõëþí ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�éò êïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ
S ∪K åßíáé ç áêüëïõèç:

B(S ∪K) = M(1) ·M(2) · · ·M(
ℓ

2
) · Π(1) ·Π(2) · · ·Π(

ℓ

2
).ÅÜí ï áñéèìüò ℓ åßíáé ðåñé��üò, õðÜñ÷ïõí k = (ℓ+1)

2 ìïíïðÜ�éá ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõãñáöÞìá�ïò G[M(t)], êáé åðïìÝíùò (ℓ+1)
2 äÝí�ñá ìïïðá�éþí ðáñÜãïí�áé, óýìöùíá ìå �çí Åî. (8.3).130



Ôá (ℓ−1)
2 äÝí�ñá ìïíïðá�éþí áðï�åëïýí�áé áðü �Ýóóåñéò êïñõöÝò, ðáñüìïéá ìå �çí ðåñßð�ùóç üðïõï áñéèìüò ℓ åßíáé Üñ�éïò, êáé Ýíá áêüìá äÝí�ñï ìïíïðá�éïý, Ýó�ù Tqk

, ðïõ Ý÷åé �çí ñßæá sℓ, êáé�çí êïñõöÞ kℓ óáí áñéó�åñü ðáéäß. ¸�óé, �þñá ÷ñåéÜæå�áé íá äéáêñßíïõìå �çí áêïëïõèßá áãêõëþíðïõ ðáñÜãåé �ï äÝí�ñï Tqk
áðü �çí áêïëïõèßá ðïõ ðáñÜãåé �á õðüëïéðá (ℓ−1)
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( .¸�óé, ç áêïëïõèßá áãêõëþí ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �éò êïñõöÝò �ïõ S ∪K åßíáé ç áêüëïõèç:
B(S ∪K) = M(1) ·M(2) · · ·M(

ℓ− 1

2
) ·M(

ℓ + 1

2
) ·Π(1) · Π(2) · · ·Π(

ℓ− 1

2
) · Π(

ℓ + 1

2
).ÅÜí R = {r}, �ü�å �á ìïíïðÜ�éá �ïõ G[M(t)] áðïê�ïýí�áé áðü �çí Ýíùóç �ùí Üêñùí �ùí kìïíïðá�éþí Qi �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(r)] ìå �éò êïñõöÝò �ùí k ìïíïðá�éþí �ïõ G[S ∪ K] êáéóõãêåêñéìÝíá ìå �éò êïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ K. Ìå óêïðü íá åðé�ý÷ïõìå áõ�ü �ïí óêïðü, ÷ñåéáæü-ìáó�å íá åíþóïõìå �á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á ìïíïðÜ�éá Qi �ïõ G[M(r)] ìå �áäÝí�ñá ìïíïðá�éþí ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á ìïíïðÜ�éá �ïõ G[S ∪K] êá�Üëëçëá êáé ìå �Ý�ïéï �ñüðïþó�å ç åíäïäéáäå�áãìÝíç äéÜó÷éóç �ïõ �åëéêïý äÝí�ñïõ íá ðáñÝ÷åé �á óùó�Ü ìïíïðÜ�éá. ¸�óé,åÜí k ≤ d (äåß�å ãéá ðáñÜäåéãìá �ï Ó÷Þìá 8.2 (a)) êáé ï áñéèìüò ℓ åßíáé Üñ�éïò Ý÷ïõìå:
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ÅðïìÝíùò, ç áêïëïõèßá áãêõëþí ðïõ áíáèÝ�å�áé ó�éò êïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ S∪K åßíáé ç ðáñáêÜ�ùÝêöñáóç:
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).ÅÜí k > d �ü�å �á ìïíïðÜ�éá ðïõ åìöáíßæïí�áé ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò

G[M(t)] áðïê�ïýí�áé åíþíïí�áò �á d ìïíïðÜ�éá �ïõ G[S ∪K] ìå �á d ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò
G[M(r)]. Ôá õðüëïéðá k − d ìïíïðÜ�éá �ïõ G[S ∪K] ðáñáìÝíïõí ùò Ý÷åé. Óáí áðï�Ýëåóìá, óåáõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç êáé ãéá ℓ Üñ�éï, ç áãêýëç kr
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).ÅéäÜëëùò, åÜí k > d êáé ï áñéèìüò ℓ åßíáé ðåñé��üò, áêïëïõèßá �ùí áãêõëþí ðïõ ðáñÜãå�áé åßíáéðáñüìïéá üðùò ðñïçãïõìÝíùò. äçëáäÞ, d äÝí�ñá ìïíïðá�éþí ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á ìïíïðÜ�éá �ïõ

G[S∪K] åíþíïí�áé ìå �á d äÝí�ñá ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á ìïíïðÜ�éá �ïõ G[M(r)]. Ôá õðüëïéðá k−däÝí�ñá ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[S ∪K] ðáñáìÝíïõí �á ßäéá. ¼�áí �ï ℓåßíáé ðåñé��ü, õðÜñ÷åé Ýíá äÝí�ñï ìïíïðá�éïý ðïõ ðáñÜãåé Ýíá ìïíïðÜ�é áðü �ï ãñÜöçìá G[S ∪K]ðïõ áðï�åëåß�áé ìüíï áðü äýï êïñõöÝò. �éá íá áðïê�Þóïõìå �á óùó�Ü ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò
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Ó÷Þìá 8.6: Ïé áãêýëåò �ùí äÝí�ñùí ìïíïðá�éþí �ïõ Ó÷Þìá�ïò 8.4.�åñßð�ùóç 2. G(t) = (S, K, R) åßíáé Ýíá ðõêíü áñá÷íïåéäÝò ãñÜöçìá.¸ó�ù k = ⌈ ℓ
2⌉. ÅÜí �ï óýíïëï R åßíáé êåíü, �ü�å �ï ãñÜöçìá G[S ∪ K] åßíáé Ýíá hamiltonianãñÜöçìá êáé êÜèå áêìÞ ó�ï Hamilton ìïíïðÜ�é Ý÷åé Ýíá Üêñï áðü �ï óýíïëï S êáé �ï Üëëï Üêñïáðü �ï óýíïëï K. ÅðïìÝíùò, ç áêïëïõèßá áãêõëþí ðïõ ðåñéãñÜöå�áé ðáñáêÜ�ù ðáñÜãåé Ýíá êáéìïíáäéêü äÝí�ñï ìïíïðá�éþí. Ç ðñþ�ç áêìÞ �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ ìïíïðá�éïý åßíáé áõ�Þ ðïõ åíþíåé�çí ðñþ�ç êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï S, Ýó�ù s1, ìå �çí �åëåõ�áßá êïñõöÞ áðü �ï óýíïëï K, Ýó�ù

kℓ. Ç äåý�åñç áêìÞ åßíáé áõ�Þ ðïõ åíþíåé �çí êïñõöÞ kℓ ìå �çí êïñõöÞ s2, åíþ ç �ñß�ç åíþíåé�çí s2 ìå �çí kℓ−1 êáé ïý�ù êáèåîÞò. Èõìçèåß�áé ü�é, åî' ïñéóìïý, äåí õðÜñ÷åé áêìÞ áðü ìéáêïñõöÞ sj �ïõ óõíüëïõ S óå ìéá êïñõöÞ kj �ïõ óõíüëïõ K. ¸�óé ÷ñåéáæüìáó�å íá äéáêñßíïõìåäõï ðåñéð�þóåéò, ðïõ åîáñ�þí�áé áðü �çí �éìÞ �çò ℓ. ÅÜí ï áñéèìüò ℓ åßíáé ðåñé��üò, �ü�å k = ℓ+1
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¼ðùò ðåñéãñÜöçêå ðñïçãïõìÝíùò, ÷ñåéáæüìáó�å íá êÜíïõìå êÜèå åóù�åñéêü êüìâï/êïñõöÞ éêáíÞíá óõíäåèåß ìå Ýíá äåîß ðáéäß, êáé åðïìÝíùò ðñïóèÝ�ïõìå ó�çí áêïëïõèßá M(1) �çí áêïëïõèßá Π(1),ùò åîÞò:
B(S ∪K) = M(1) ·Π(1).ÅÜí R = {r}, �ü�å �ï Hamilton ìïíïðÜ�é �ïõ G[S ∪ K] óõíäÝå�áé ìå �ï ìïíïðÜ�é Q1 �ïõãñáöÞìáá�ïò G[M(r)]. Óõíåðþò,
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[ .Óçìåéþó�å ü�é, ç ðáñáðÜíù áêïëïõèßá áãêõëþí M(1) åßíáé ðáñüìïéá ìå åêåßíç �çò ðåñßð�ùóçòüðïõ �ï óýíïëï R åßíáé êåíü. Ç ìïíáäéêÞ äéáöïñÜ åßíáé ü�é ÷ñåéáæüìáó�å �çí áãêýëç kr
1

] Ý�óé þó�åí êÜíïõìå �ï äÝí�ñï ìïíïðá�éïý ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï ìïíïðÜ�é Q1 �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(r)] �ïäåîß ðáéäß�çò ñßæáò, äçëáäÞ �çò êïñõöÞò k1, �ïõ äÝí�ñïõ ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï Hamilton ìïíïðÜ�é�ïõ ãñáöÞìá�ïò G[S ∪K]. Óçìåéþó�å ü�é ç áêïëïõèßá áãêõëþí Π(1) ðïõ ðñïó�ßèå�áé ó�çí M(1)Ý÷åé ìéá ëéãü�åñç áãêýëç, óå ó÷Ýóç ìå �çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï óýíïëï R åßíáé êåíü. Ç áãêýëç ðïõëåßðåé åßíáé ç kr
1

( , êáé áõ�ü ãéá�ß ç êïñõöÞ k1 Þäç Ý÷åé Ýíá äåîß ðáéäß. Ùò áðï�Ýëåóìá, Ý÷ïõìå:
B(S ∪K) = M(1) ·Π(1).8.6 ÂÝë�éó�ïò �áñÜëëçëïò ÁëãüñéèìïòÓå áõ�Þ �çí åíü�ç�á ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí âÝë�éó�ï ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ãéá �çí åðéêÜëõøç ìåìïíïðÜ�éá óå Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá G. ÄïèÝí�ïò �ïõ md-äÝí�ñïõ T (G) åíüò P4-sparse ãñáöÞ-ìá�ïò G ìå n êïñõöÝò, ï áëãüñéèìïò ÷ñåéÜæå�áé O(log n) ÷ñüíï êáé O(n/ log n) EREW-PRAMåðåîåñãáó�Ýò.Ó�ï ðñþ�ï âÞìá �ïõ áëãïñßèìïõ êÜíïõìå äõáäéêü �ï äÝí�ñï T (G), êáé áðïê�Üìå �ï äÝí�ñï

Tb(G). Óçìåéþó�å ü�é Ýíá õðïäÝí�ñï �ïõ T (G) ìå ñßæá Ýíáí N-êüìâï äåí ÷ñåéÜæå�áé íá ãßíåéäõáäéêü êáé åðïìÝíùò êÜíïõìå äõáäéêü êÜèå õðïäÝí�ñï ìå ñßæá Ýíáí P-êüìâï Þ Ýíáí S-êüìâï. �éáíá êÜíïõìå �ï äõáäéêü äÝí�ñï áñéó�åñü, äçëáäÞ �ï äÝí�ñï Tbl(G), õðëïãßæïõìå �ï ðëÞèïò L(t)ãéá êÜèå åóù�åñéêü êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ Tb(G). Ó�ç óõíÝ÷åéá õðïëïãßæïõìå �ï ðëÞèïò λ(t) �ùíìïíïðá�éþí ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G[M(t)] ãéá êÜèå åóù�åñéêü êüìâï t�ïõ äÝí�ñïõ Tbl(G) óýìöùíá ìå �çí Åî. 8.1. �ñéí áíáèÝóïõìå ïðïéáäÞðï�å áêïëïõèßá áãêõëþí,÷ñåéá´æå�áé íá êá�áóêåõÜóïõìå �ï äÝí�ñï Tblr(G), ðïõ åßíáé �ï åîáóèåíçìÝíï áñéó�åñü äõáäéêüäÝí�ñï. Ôü�å, ãéá êÜèå åóù�åñéêü N-êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G) áíáèÝ�ïõìå ìéá áêïëïõèßá á-ãêõëþí B(S∪K) ðïõ õðïëïãßæå�áé ãéá �éò êïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ S∪K ïé ïðïßåò åßíáé öýõëëá êáéðáéäéÜ �ïõ êüìâïõ t ó�ï äÝí�ñï Tblr(G). Ìå áõ�ü �ïí �ñüðï, ðáñÜãïõìå ìéá áêïëïõèßá áãêõëþí
B(root) �çò ñßæáò �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G). ÔåëéêÜ, êá�áóêåõÜæïõìå �á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí âñßóêïí�áòüëá �á �áéñéÜóìá�á �çò áêïëïõèßáò B(root) êáé �ü�å åðéó�ñÝöïõìå ìéá åíäïäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç�ùí äÝí�ñùí ìïíïðá�éþí. Èõìßæïõìå ü�é �ï �åëåõ�áßï âÞìá áí�éó�ïé÷åß ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíï-ðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G. Ï áëëãüñéèìïò Parallel Minimum Path Cover äßíå�áé ìå ëåð�ïìÝñåéáðáñáêÜ�ù.Óçìåéþíïõìå åäþ ü�é �ï ÂÞìá 5 ÷ñåéÜæå�áé ìéá ìå�Ü-åðåîåñãáóßáò (post-proessing) óõíÜñ�çóç.Ç áíÜèåóç áãêõëþí óå Ýíáí S-êüìâï, üðùò ðåñéãñÜöå�áé ó�çí åñãáóßá [85℄, ìðïñåß íá ïäçãÞóåéóå äÝí�ñá ìïíïðá�éþí ðïõ èá ðáñÜãïõí ìïíïðÜ�éá ìå áêìÝò ðïõ äåí åìöáíßæïí�áé ó�ï ãñÜöçìá134



Parallel Minimum Path CoverÅßóïäïò: Ôï md-äÝí�ñï T (G) åíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò G;¸îïäïò: Ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ P4-sparse ãñáöÞìá�ïò G;1. Êá�áóêåýáóå �ï äõáäéêü äÝí�ñï Tb(G) êáé õðïëüãéóå �ï ðëÞèïò L(t) ãéá êÜèå åóù�åñéêüêüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ Tb(G) üðùò åðßóçò êáé �ï áñéó�åñü äõáäéêü äÝí�ñï Tbl(G);2. Õðïëüãéóå �ï ðëÞèïò �ùí ìïíïðá�éþí λ(t) ó�çí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò
G[M(t)] ãéá êÜèå åóù�åñéêü êüìâï t �ïõ äÝí�ñïõ Tbl(G) êáé �ï åîáóèåíçìÝíï áñéó�åñüäõáäéêü äÝí�ñï Tblr(G);3. �éá êÜèå N-êüìâï ti �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G), õðïëüãéóå �çí áêïëïõèßá �ùí áãêõëþí B(Si∪Ki)üðùò ðåñéãñÜöçêå ó�çí Åíü�ç�á 5;4. �áñÞãáãå �çí áêïëïõèßá �ùí áãêõëþí B(root) �çò ñßæáò �ïõ äÝí�ñïõ Tblr(G) ëáìâÜíïí�áòõð' üøéí ü�é, ãéá êÜèå åóù�åñéêü êüìâï t ∈ Tblr(G),if ï êüìâïò t åßíáé Ýíáò P-êüìâïò Þ Ýíáò S-êüìâïò thenõðïëüãéóå �çí B(t) óýìöùíá ìå �ï åÜí êÜèå ðáéäß �ïõ êüìâïõ t åßíáéêïñõöÞ åéóáãùãÞò Þ ãåöýñùóçò [85℄;else {ï êüìâïò t åßíáé Ýíáò N-êüìâïò}õðïëüãéóå �çí B(t) óýìöùíá ìå �çí Åîßóùóç (8.11);5. Êá�áóêåýáóå �á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí âñßóêïí�áò �á �áéñéÜóìá�á �ùí áãêõëþí �çò áêïëïõèßáò
B(root);6. ÅðÝó�ñåøå ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá áðü ìéá åíäïäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç ó�á äÝí�ñá ìï-íïðá�éþí; Áëãüñéèìïò 13: Parallel Minimum Path Cover

G. Áõ�Þ ç óõíÜñ�çóç ðïõ åöáñìüæå�áé ìå�Ü �çí ðáñáãùãÞ �çò áêïëïõèßáò áãêõëþí äéïñèþíåéïðïéáäÞðï�å �Ý�ïéá illegal äÝí�ñá ìïíïðá�éþí ðïõ åß÷áí ðáñá÷èåß áðü �á ðáéäéÜ åíüò S-êüìâïõ.�áñüëá áõ�Ü, �á óùó�Ü äÝí�ñá ìïíïðá�éþí õðïëïãßæïí�áé ìå ìéá ëåð�ïìåñÞ �å÷íéêÞ, ùò Ýíáìå�Ü-åðåîåñãáóßáò âÞìá, ðïõ ðñï�åßíå�áé ó�çí åñãáóßá [85℄. Óõíïøßæïí�áò, Ý÷ïõìå �ï áêüëïõèïáðï�Ýëåóìá.Èåþñçìá 8.3. ¸ó�ù Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé Ýó�ù T (G) �ï md-äÝí�ñï �ïõ.Ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß âÝë�éó�á óå ÷ñüíï êáéåñãáóßá óå O(log n) ÷ñüíï, ÷ñçóéìïðïéþí�áò O(n/ log n) EREW-PRAM åðåîåñãáó�Ýò.Áðüäåéîç. Áðü �ï �üñéóìá 8.1 ðéó�ïðïéïýìå �çí âåë�éó�ü�ç�á ùò ðñïò �ïí ÷ñüíï êáé �çí åñãá-óßá �ïõ áëãïñßèìïõ ìáò. Ôá ÂÞìá�á 1 êáé 2 áðáé�ïýí O(n/ log n) EREW-PRAM åðåîåñãáó�Ýòêáé �ñÝ÷ïõí óå O(log n) ÷ñüíï (äåß�å ËÞììá 8.2). Ôá ÂÞìá�á 3 êáé4 ìðïñïýí íá åðé�åõ÷èïýíåíáëëÜóóïí�áò �éò áãêýëåò ìå áñéèìïýò êáé åðïìÝíùò ìðïñïýí íá âñåèïýí âÝë�éó�á ÷ñçóéìïðïéþ-í�áò ìéá åíäïäéá�å�áãìÝíç äéÜó÷éóç ðÜíù óå áñéèìïýò ó�ï äÝí�ñï Tblr(G). Ôï ÂÞìá 5 ìðïñåßíá åê�åëåó�åß óå O(log n) ÷ñüíï ÷ñçóéìïðïéþí�áò O(n/ log n) EREW åðåîåñãáó�Ýò âñßóêïí�áòüëá �á æåýãç ðïõ �áéñéÜæïõí �çò áêïëïõèßáò B(root). Óçìåéþó�å ü�é ç áêïëïõèßá B(root), üðïõ135



root åßíáé ç ñßæá �ïõ äÝí�ñïõ �ïõ Tblr(G), Ý÷åé O(n) áãêýëåò åöüóïí �ï äÝí�ñï Tblr(G) Ý÷åé O(n)êüìâïõò. Óçìåéþó�å åðßóçò ü�é êÜèå áí�éó�ïé÷åßá áãêýëçò åíüò åóù�åñéêïý êüìâïõ t ∈ Tblr(G)äåí îåðåñíÜ �ï ðëÞèïò �ùí ðáéäéþí �ïõ t ó�ï äÝí�ñï Tblr(G). ÔÝëïò, �ï ÂÞìá 7 åðé�õã÷Üíå�áéìå Euler äéáäñïìÝò ðÜíù ó�á äÝí�ñá ìïíïðá�éþí. Áîßæåé íá óçìåéùèåß ü�é �á óÝí�ñá ìïíïðá�éþíðåñéÝ÷ïõí n êüìâïõò, áöïý ïé êüìâïé �ïõò åßíáé áêñéâþò ïé êïñõöÝò �ïõ ãñáöÞìá�ïò G.8.7 ÓõìðåñÜóìá�áÓå áõ�ü �ï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜóáìå Ýíáí âÝë�éó�ï áëãüñéèìï ãéá �çí áíáöïñÜ (êáé �çí åýñåóç �ïõðëÞèïõò) �ïõ ìéêñü�åñïõ óå ðëÞèïõò áñéèìïý êïñõöþí áðü áíåîÜñ�ç�á-êïñõöþí ìïíïðÜ�éá ðïõåðéêáëýð�ïõí �éò êïñõöÝò åíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò. ÓõãêåêñéìÝíá, äïèÝí�ïò �ïõ md-äÝí�ñïõåíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò, ÷ñçóéìïðïéïýìå êëáóéêÝò �å÷íéêÝòóõññßêíùóåéò äÝí�ñïõ êáé �áéñéÜóìá�ïò áãêõëþí [85℄, êáé ðåñéãñÜöïõìå Ýíáí âÝë�éó�ï ðáñÜëëçëïáëãüñéèìï ðïõ �ñÝ÷åé óå O(log n) ÷ñüíï ìå O(n/ log n) åðåîåñãáó�Ýò ó�ï EREW PRAM ìïí�Ýëï.Ôá áðï�åëÝóìá�Ü ìáò ãåíéêåýïõí ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á [85℄, êáé åðåê�åßíïõí �çí ïéêïãÝ-íåéá �ùí �Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ åðéäÝ÷ïí�áé âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï ðñüâëçìá �çò åðéêÜëõøçò ìåìïíïðÜ�éá.¸íá Üëëï åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ï ðñüâëçìá �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éáåßíáé �ï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå �åëéêÜ Üêñá ìïíïðá�éþí (terminal path over). Ôï ðñüâëçìá�çò åðéêÜëõøçò ìå �åëéêÜ Üêñá ìïíïðá�éþí åíüò ãñáöÞìá�ïò G ùò ðñïò Ýíá õðïóýíïëï A �ïõóõíüëïõ êïñõöþí V (G) åßíáé ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G Ý�óé þó�å üëåò ïéêïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ A íá åßíáé Üêñá �ùí ìïíïðá�éþí ó�çí åðéêÜëõøç. ÅðïìÝíùò, �ï ðñüâëçìá�çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �çò åðéêÜëõøçò ìå �åëéêÜ Üêñá ìïíïðá-�éþí, üðïõ �ï óýíïëï A åßíáé �ï êåíü óýíïëï. Ôï ðñüâëçìá ìðïñåß íá ðñïóåããéó�åß åñåõíþí�áò �áäÝí�ñá ìïíïðá�éþí ðïõ éêáíïðïéïýí �ïí åðéðëÝïí ðåñéïñéóìü. Ìéá åñãáóßá ðïõ áöïñÜ �éò �åëåõ-�áßåò óêÝøåéò âñßóêå�áé óå ðñüïäï êáé ìåñéêÜ ðñïêá�áñê�éêÜ áðï�åëÝóìá�á ðñï�åßíïõí ü�é �á ðéïáñéó�åñÜ öýëëá �ùí äÝí�ñùí ìïíïðá�éþí öáßíïí�áé ü�é áðï�åëïýí �ï êëåéäß ãéá �çí åðßëõóç �ïõðñïâëÞìá�ïò, êáèþò ïé êïñõöÝò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå áõ�Ü �á öýëëá åßíáé Üêñá �ùí ìïíïðá�éþíó�çí åðéêÜëõøç åíüò ãñáöÞìá�ïò.
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ÊåöÜëáéï 9 Óýíïøç - Åðåê�Üóåéò
9.1 �ëÞèïò Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùí9.2 Äõíáìéêïß Áëãüñéèìïé Áíáãíþñéóçò9.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜ�éá
9.1 �ëÞèïò Óêåëå�éêþí ÄÝí�ñùíÓ�á ÊåöÜëáéá 2{4 ðáñïõóéÜóáìå ìéá ãåíéêÞ ìÝèïäï õðïëïãéóìïý �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþíäÝí�ñùí åíüò ãñáöÞìá�ïò ÷ñçóéìïðïéþí�áò �çí m-áðïóýíèåóç, ðïõ åðÝöåñå Ýíáí ãñáììéêü áëãü-ñéèìï ãéá �ï ðñüâëçìá óå P4-tidy ãñáöÞìá�á, óå (q, q − 4) ãñáöÞìá�á ãéá ó�áèåñü q ≥ 4, êáéóå tree-ographs. Åêìå�áëëåõ�Þêáìå �éò äïìéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ md-äÝí�ñïõ áõ�þí �ùí ãñáöçìÜ-�ùí êáé ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �ï Èåþñçìá �ïõ ðßíáêá-äÝí�ñïõ, Kirhho�, ùò Ýíá åñãáëåßï ãéá �çíáðüäåéîç �çò ïñèü�ç�áò �ïõ ðñï�åéíüìåíïõ áëãïñßèìïõ. �åñéìÝíïõ ü�é ç ðñïóÝããéóÞ ìáò åöáñìü-æå�áé êáé óå Üëëïõ �ýðïõ ðñþ�ùí ãñáöçìÜ�ùí (åê�üò áðü áñá÷íïåéäÞ ãñáöÞìá�á, ðñþ�á äÝí�ñá,Ü÷ïñäïõò êýêëïõò êáé �á óõìðëçñþìá�Ü �ïõò), ðïõ èá åðÝ�ñåðå �ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùíóêåëå�éêþí äÝí�ñùí êáé ãéá åðéðñüóèå�åò êëÜóåéò, ð.÷., �á semi-P4-sparse ãñáöÞìá�á [35℄ êáé �á
(P5, diamond)-free graphs [15℄.ÅðéðëÝïí ðáñáèÝ�ïõìå ùò Ýíá áíïéê�ü ðñüâëçìá �çí áðï�åëåóìá�éêÞ åðåîåñãáóßá �ùí äé÷ï-�ïìßóéìùí (split) ãñáöçìÜ�ùí êáé �ùí áñêå�þí åðåê�Üóåùí �ïõò (ðïõ ãåíéêåýïõí �á áñá÷íïåéäÞãñáöÞìá�á). �á äé÷ï�ïìßóéìá ãñáöÞìá�á ðáßæïõí Ýíá âáóéêü ñüëï ó�ï md-äÝí�ñï �ùí split-perfetãñáöçìÜ�ùí [16℄, êáé ãé' áõ�ü ï áðï�åëåóìá�éêüò �ñüðïò åðåîåñãáóßáò �ïõò èá ïäçãïýóå óå ÝíáíãñÞãïñï õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí �ùí �åëåõ�áßùí êëÜóåùí.ÏñéóìÝíá Üëëá åíäéáöÝñïí�á ðñïâëÞìá�á áðáñßèìçóçò áöïñïýí ó�ïí õðïëïãéóìü �ïõ ðëÞèïõò�ùí �Ýëåéùí �áéñéáóìÜ�ùí (perfet mathings), �ùí êýêëùí �ïõ Hamilton êáé �ùí êýêëùí �ïõEuler. �éï óõãêåêñéìÝíá, Ý÷åé äåé÷�åß [76℄ ü�é �ï ðëÞèïò �ùí �Ýëåéùí �áéñéáóìÜ�ùí ìðïñåß íá õðï-ëïãéó�åß áðï�åëåóìá�éêÜ óå ãñáöÞìá�á ðïõ åðéäÝ÷ïí�áé ìéá PfaÆan orientation. ¼ðùò êáé ó�ïÈåþñçìá �ïõ ðßíáêá-äÝí�ñïõ, Kirhho�, áõ�Þ ç ìÝèïäïò åìðåñéÝ÷åé �ïí õðïëïãéóìü ìéáò ïñßæïõóáòáêïëïõèïýìåíç áðü �ïí õðïëïãéóìü ìéáò �å�ñáãùíéêÞò ñßæáò. ¸�óé, äïèÝí�ïò åíüò �Ý�ïéïõ ðñï-óáíá�ïëéóìïý (orientation), Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ êá�áóêåõÜæåé �éò �å÷íéêÝò óõññßêíùóçò ìðïñåßíá ïäçãÞóåé óå áðï�åëåóìá�éêÝò ëýóåéò ãéá Üëëá óõíäõáó�éêÜ ðñïâëÞìá�á áðáñßèìçóçò.137



ÔÝëïò, üðùò ðñïáíáöÝñèçêå ó�çí åéóáãùãÞ, Ýíá ïìïéüìïñöï áîéüðéó�ï äßê�õï (ïñéóìÝíï ó�éòåñãáóßåò [25, 84℄) ðñÝðåé íá ìåãéó�ïðïéåß �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí. ¸�óé, åßíáé åíäéáöÝ-ñïí íá êáèïñßóåé êáíåßò �ïõò �ýðïõò �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ Ý÷ïõí �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþíäÝí�ñùí ãéá óõãêåêñéìÝíï ðëÞèïò êïñõöþí êáé áêìþí (äåß�å [41, 99, 100℄). Ôï ðñüâëçìá áõ�üìðïñåß íá ðñïóåããéó�åß ùò ìéá åñþ�çóç âåë�éó�ïðïßçóçò ðÜíù ó�éò s-�éìÝò �ùí êïñõöþí, ðïõ êá-èïñßæåé ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number. ÔÝ�ïéïõ åßäïõò ìåëÝ�ç åßíáé áõ�Þ �çí ó�éãìÞ õðüÝñåõíá êáé ìåñéêÜ ðñþ�á áðï�åëÝóìá�á áíáäåéêíýïõí ü�é ç ó÷åäüí �áê�éêü�ç�á (almost regularity)öáßíå�áé íá åßíáé �ï êëåéäß ãéá �çí åðßëõóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.ÅðéðëÝïí, ó�ï ÊåöÜëáéï 5 ïñßóáìå äýï êëÜóåéò �ùí áó�åñïåéäÞ ãñáöçìÜ�ùí, ðïõ ïíïìÜæïí�áéomplete-planet êáé star-planet ãñáöÞìá�á, êáé áðïäåßîáìå êëåéó�ïýò �ýðïõò ãéá �á ãñáöÞìá�á�çò ìïñöÞò Kn − G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá omplete-planet Þ Ýíá star-planet ãñÜöçìá.�éá �ïí óêïðü áõ�ü, ÷ñçóéìïðïéÞóáìå �ï óõìðëçñùìá�éêþí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðßíáêá èåþñçìáüðùò åðßóçò êáé êëáóéêÝò �å÷íéêÝò áðü �çí ãñáììéêÞ Üëãåâñá êáé �çí èåùñßá ðéíÜêùí.Ç åîáãùãÞ êëåéó�þí �ýðùí ãéá äéáöïñå�éêïýò �ýðïõò ãñáöçìÜ�ùí ìðïñåß íá áðïäåé÷�åß ÷ñÞ-óéìç ó�çí áíáãíþñéóç åêåßíùí �ùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþí äÝ-í�ñùí. ÔÝ�ïéïõ åßäïõò ìåëÝ�ç Ý÷åé ðñáê�éêÝò óõíÝðåéåò ðïõ óõíäÝïí�áé ìå �çí áîéïðéó�ßá äéê�ýùí(äåß�å ãéá ðáñÜäåéãìá [84, 75, 99℄). Óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï, ðå�ý÷áìå åðßóçò, êáé áðï�åëÝóìá�áìåãéó�ïðïßçóçò ãéá �çí êëÜóç �ùí áó�åñïåéäÞ ãñáöçìÜ�ùí: áíáäåßîáìå �á omplete-planet êáéstar-planet ãñáöÞìá�á ðïõ åðéäÝ÷ïí�áé �ï ìÝãéó�ï ðëÞèïò óêåëå�éêþí äÝí�ñùí. �á áðï�åëÝóìá�Üìáò ãåíéêåýïõí êáé åðåê�åßíïõí ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á ìåãéó�ïðïßçóçò ãéá �çí êëÜóç �ùímulti-star êáé �ùí multi-omplete/star ãñáöçìÜ�ùí [24℄.Ï õðïëïãéóìüò �çò ïñßæïõóáò �ïõ óõìðëçñùìá�éêïý óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ðéíÜêùí öáßíå�áé ü�éåßíáé ìéá åíäéáöÝñïõóá êá�åýèõíóç ãéá �ïí êáèïñéóìü �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãéá�éò ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Kn −G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G êá�Ý÷åé ìéá Ýìöõ�ç óõììå-�ñßá. �éï óõãêåêñéìÝíá, ðïëëÜ áðü �á ãíùó�Ü áðï�åëÝóìá�á [9℄ ðïõ ðñïÝêõøáí áðü åðé÷åéñÞìá�áóõíäõáó�éêÞò, ìðïñïýí åýêïëá íá áðïäåé÷�ïýí ÷ñçóéìïðïéþí�áò ðáñüìïéåò �å÷íéêÝò ìå áõ�Ýò ðïõ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï. ÅðéðëÝïí, Üëëá áðï�åëÝóìá�á ðïõ ðáñïõóéÜó�çêáí ó�á[24, 93, 94, 107℄ Ýðïí�áé þò óõíÝðåéåò �ùí èåùñçìÜ �ùí ìáò ðïõ áðïäåßîáìå óå áõ�ü �ï êåöÜëáéï.�éï åéäéêÜ, ðïëëÜ ãñáöÞìá�á ìðïñïýí íá åîá÷èïýí ùò óõãêåêñéìÝíåò ðåñéð�þóåéò �ùí áó�åñïåéäÞãñáöçìÜ�ùí, ðïõ åîáñ�þí�áé áðü �ï sun-ãñÜöçìá êáé �éò �éìÝò �ùí äéáíõóìÜ�ùí êëßêáò, áó�åñéïý,ìïíïðá�éïý, êáé êýêëïõ.Åðßóçò, ó�ï ÊåöÜëáéï 6 áðïäåßîáìå �ýðïõò ðïõ âáóßæïí�áé ó�ïí õðïëïãéóìü ïñßæïõóáò ãéá �ïðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãéá ìéá ïéêïãÝíåéá ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Km
n ±G, êáé åðßóçòãéá �çí ðéï ãåíéêÞ ïéêïãÝíåéá ãñáöçìÜ�ùí K

(m)
n ±G, üðïõ �ï ãñÜöçìá Km

n (áí�ßó�. K
(m)
n ) åßíáé�ï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé áêñéâþò (áí�ßó�. �ïõëÜ÷éó�ïí) m áêìÝò íá åíþíïõíêÜèå æåýãïò êïõöþí êáé �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ðïõ åðÜãå�áé áðü Ýíá óýíïëï áêìþí�ïõ ãñáöÞìá�ïò Km

n (áí�ßó�. K
(m)
n ). Âáóéæüìåíïé óå áõ�ïýò �ïõò �ýðïõò, áðïäåßîáìå êëåéó�ïýò�ýðïõò ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(Km

n ± G), ãéá �çí ðåñßð�ùóçó ðïõ �ï ãñÜöçìá
G åßíáé (i) Ýíá ðëÞñç ðïëõìåñÝò ãñÜöçìá, êáé (ii) Ýíá multi-star ãñÜöçìá.Ìå âÜóç �á áðï�åëÝóìá�Ü ìáò, èá Þ�áí åíäéáöÝñïí íá èåùñÞóåé êáíåßò �ï ðñüâëçìá �çò áðüäåé-îçò �ýðùí ãéá �ï ðëÞèïò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí τ(Km

n ±G) ó�éò ðåñéð�þóåéò ðïõ �ï ãñÜöçìá GáíÞêåé óå Üëëåò êëÜóåéò áðëþí ãñáöçìÜ�ùí Þ ðïëõãñáöçìÜ�ùí. Ôï ðáñáèÝ�ïõìå ùò Ýíá áíïé÷�üðñüâëçìá.Ôï ðñüâëçìá �çò ìåãéó�ïðïßçóçò �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí Ý÷åé åðéëõèåß ãéá áñ-êå�Ýò ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜ�ùí �çò ìïñöÞò Kn − G, üðïõ �ï ãñÜöçìá G åßíáé Ýíá multi-starãñÜöçìá, ç Ýíùóç ìïíïðá�éþí êáé êýêëùí, ê�ë. (äåß�å [24, 41, 93, 99℄). ¸�óé, Ýíá åíäéáöÝñïíáíïé÷�ü ðñüâëçìá åßíáé �çò ìåãéó�ïðïßçóçò �ïõ ðëÞèïõò �ùí óêåëå�éêþí äÝí�ñùí ãñáöçìÜ�ùí �çòìïñöÞò Km
n ±G. 138



9.2 Äõíáìéêïß Áëãüñéèìïé ÁíáãíþñéóçòÓ�ï ÊåöÜëáéï 7 åðéëýóáìå �ï äõíáìéêü ðñüâëçìá áíáãíþñéóçò ãéá �çí êëÜóç �ùí P4-sparseãñáöçìÜ�ùí: ï óêïðüò ìáò åßíáé íá ÷åéñéó�ïýìå ðñüóèåóç êáé äéáãñáöÞ áêìþí/êïñõöþí, íá á-íáêáëýøïõìå ðü�å �Ý�ïéåò �ñïðïðïéÞóåéò åðéöÝñïõí Ýíá P4-sparse ãñÜöçìá êáé óå ðåñßð�ùóç ðïõáëçèåýåé, íá åíçìåñþóåé êá�Üëëçëá �çí áíáðáñÜó�áóç �ïõ ãñáöÞìá�ïò. Ç áí�éìå�þðéóÞ ìáò âá-óßæå�áé ó�çí äéá�Þñçóç �ïõ md-äÝí�ñïõ �ïõ ãñáöÞìá�ïò �ï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéïýìå ãéá �çí åðßëõóç�ïõ ðñïâëÞìá�ïò áíáãíþñéóçò. Áðïäåéêíýïõìå äïìéêÝò éäéü�ç�åò �ïõ äÝí�ñïõ êáé ðå�õ÷áßíïõìåÝíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ðïõ õðïó�çñßæåé �ñïðïðïéÞóåéò áêìþí (åéóáãùãÝòêáé äéáãñáöÝò) óå O(1) ÷ñüíï êáé �ñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí (åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò) óå O(d)÷ñüíï ãéá êïñõöÞ âáèìïý d.Óå ó÷Ýóç ìå �çí âåë�éó�ü�ç�á, åßíáé åíäéáöÝñïí íá êá�ïñèþóåé êáíåßò Ýíáí áëãüñéèìï ó�á-èåñïý ÷ñüíïõ ãéá �çí åíçìÝñùóç �ïõ êïììá�éáóìÝíïõ áðïóõíèå�éêïý äÝí�ñïõ ó�çí ðåñßð�ùóçäéáãñáöÞò êïñõöÞò åíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò. ÅðéðëÝïí, äõíáìéêïß áëãüñéèìïé Ý÷ïõí ðñï�áèåßðïõ õðïó�çñßæïõí áêìÝò êáé êïñõöÝò �ñïðïðïéÞóåéò óå O(n) ÷ñüíï êá�Ü áêìÞò �ñïðïðïßçóçò êáéóå O(nm) ÷ñüíï êá�Ü êïñõöÞò �ñïðïðïßçóçò ãéá �ñéãùíéêÜ (hordal) ãñáöÞìá�á. ÂÜóç áõ�þí�ùí áðï�åëåóìÜ�ùí, Ýíáò ìðïñåß íá åîå�Üóåé ðñïò �çí êá�åýèõíóç Ýñåõíáò åÜí õðÜñ÷åé ðéï áðï-�åëåóìá�éêüò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò ãéá �çí êëÜóç �ùí �ñéãùíéêþí (hordal) êáé äéáó�çìÜ�ùí(interval) ãñáöçìÜ�ùí (Ýíáò áêìÝò-ìüíï äõíáìéêüò áëãüñéèìïò åßíáé ãíùó�üò ãéá �á äéáó�Þìá�á(interval) ãñáöÞìá�á ðïõ õðïó�çñßæåé êÜèå �ñïðïðïßçóç áêìÞò óå O(n log n) ÷ñüíï) êáé, áêüìáðåñéóóü�åñï, ãéá Üëëåò êëÜóåéò ãñáöçìÜ�ùí.9.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜ�éáÓ�ï ÊåöÜëáéï 8 ðáñïõóéÜóáìå Ýíáí âÝë�éó�ï áëãüñéèìï ãéá �çí áíáöïñÜ (êáé �çí åýñåóç �ïõðëÞèïõò) �ïõ ìéêñü�åñïõ óå ðëÞèïõò áñéèìïý êïñõöþí áðü áíåîÜñ�ç�á-êïñõöþí ìïíïðÜ�éá ðïõåðéêáëýð�ïõí �éò êïñõöÝò åíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò. ÓõãêåêñéìÝíá, äïèÝí�ïò �ïõ md-äÝí�ñïõåíüò P4-sparse ãñáöÞìá�ïò G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò, ÷ñçóéìïðïéïýìå êëáóéêÝò �å÷íéêÝòóõññßêíùóåéò äÝí�ñïõ êáé �áéñéÜóìá�ïò áãêõëþí [85℄, êáé ðåñéãñÜöïõìå Ýíáí âÝë�éó�ï ðáñÜëëçëïáëãüñéèìï ðïõ �ñÝ÷åé óå O(log n) ÷ñüíï ìå O(n/ log n) åðåîåñãáó�Ýò ó�ï EREW PRAM ìïí�Ýëï.Ôá áðï�åëÝóìá�Ü ìáò ãåíéêåýïõí ðñïçãïýìåíá áðï�åëÝóìá�á [85℄, êáé åðåê�åßíïõí �çí ïéêïãÝ-íåéá �ùí �Ýëåéùí ãñáöçìÜ�ùí ðïõ åðéäÝ÷ïí�áé âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï ðñüâëçìá �çò åðéêÜëõøçò ìåìïíïðÜ�éá.¸íá Üëëï åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ðïõ ó÷å�ßæå�áé ìå �ï ðñüâëçìá �çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éáåßíáé �ï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå �åëéêÜ Üêñá ìïíïðá�éþí (terminal path over). Ôï ðñüâëçìá�çò åðéêÜëõøçò ìå �åëéêÜ Üêñá ìïíïðá�éþí åíüò ãñáöÞìá�ïò G ùò ðñïò Ýíá õðïóýíïëï A �ïõóõíüëïõ êïñõöþí V (G) åßíáé ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜ�éá �ïõ ãñáöÞìá�ïò G Ý�óé þó�å üëåò ïéêïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ A íá åßíáé Üêñá �ùí ìïíïðá�éþí ó�çí åðéêÜëõøç. ÅðïìÝíùò, �ï ðñüâëçìá�çò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜ�éá åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �çò åðéêÜëõøçò ìå �åëéêÜ Üêñá ìïíïðá-�éþí, üðïõ �ï óýíïëï A åßíáé �ï êåíü óýíïëï. Ôï ðñüâëçìá ìðïñåß íá ðñïóåããéó�åß åñåõíþí�áò �áäÝí�ñá ìïíïðá�éþí ðïõ éêáíïðïéïýí �ïí åðéðëÝïí ðåñéïñéóìü. Ìéá åñãáóßá ðïõ áöïñÜ �éò �åëåõ-�áßåò óêÝøåéò âñßóêå�áé óå ðñüïäï êáé ìåñéêÜ ðñïêá�áñê�éêÜ áðï�åëÝóìá�á ðñï�åßíïõí ü�é �á ðéïáñéó�åñÜ öýëëá �ùí äÝí�ñùí ìïíïðá�éþí öáßíïí�áé ü�é áðï�åëïýí �ï êëåéäß ãéá �çí åðßëõóç �ïõðñïâëÞìá�ïò, êáèþò ïé êïñõöÝò ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå áõ�Ü �á öýëëá åßíáé Üêñá �ùí ìïíïðá�éþíó�çí åðéêÜëõøç åíüò ãñáöÞìá�ïò.
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